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(1 − λ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v+
k∑
l=1

βl∇2wl − gqθ −∇p+ f,

0 = ∇(∇ · v),
∂wl
∂t

= v + αlwl, αl ∈ R−, l = 1, k,

θt = æ∇2θ − v · ∇θ + v · q

(1)

��������� �	������ �������� v = (v1, . . . , vn), vi = vi(x, t)� �����
�� �	��
�� ∇p =
(p1, . . . , pn), pi = pi(x, t) � ����������� θ = θ(x, t) 
���������� 	����������� �������
����	�
�������� ������ k > 0� x ∈ Ω ⊂ R

n, n = 2, 3, 4 � ����
���

�� ������� � ����

���� ∂Ω ������ C∞  !"# $�������� λ ∈ R, ν ∈ R+ � æ ∈ R+ %������������ ����������
	������� � ��������	�
���� ������� ����	����	�

�& g ∈ R+ � ������
�� �	���
���
���
��& 	����� q = (0, . . . , 0, 1) � ��� 	 R

n# $�������� βl ∈ R+ , l = 1, k ���������
	���� ��������� '������	�
��( �	��
��# �	���
�� ���
 f = (f1, . . . , fn), fi = fi(x)
��	����� 	
�)
��� 	������	�� 
� �������# *�����
������	�� ����� �� ������ ����
����
	����� ���� �����
� 	  +�,"#

- ������� Ω = [0, π] × [0, π] ���������� ������� (1) 	 	�� (k = 1)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − λ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v−β∇2w − gqθ −∇p,
0 = ∇ · v,
∂w

∂t
= v + αw, α ∈ R−,

θt = æ∇2θ − v · ∇θ + v · q.

(2)

*+, ������� ��	
�� ��	� ��������������� ������	������ � �	��	����	�������
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�� ���	
�
���� v1 = ∂ψ
∂y , v2 = −∂ψ

∂x , �� ψ = ψ(x, y, t).
0��� ������� (2) ������������� � 	��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − λ∇2)∇2ψt = ν∇4ψ − ∂(ψ,∇2ψ)
∂(x, y)

−β∇2(
∂w1

∂y
− ∂w2

∂x
) + gθx,

∂w1

∂t
=
∂ψ

∂y
+ αw1 ,

∂w2

∂t
= −∂ψ

∂x
+ αw2 , α ∈ R−,

θt = æ∇2θ +
∂(ψ, θ)
∂(x, y)

+
∂ψ

∂x
.

(3)

8�� ������� (3) �����	�� ����� ��)� 9 4�
���

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψ(x, 0, t) = ψ(x, π, t) = ∇2ψ(x, 0, t) = ∇2ψ(x, π, t) = 0,
ψ(0, y, t) = ψ(π, y, t); ∇2ψ(0, y, t) = ∇2ψ(π, y, t),
θ(x, 0, t) = θ(x, π, t) = 0; θ(0, y, t) = θ(π, y, t),
θ(x, y, 0) = θ0(x, y); ψ(x, y, 0) = ψ0(x, y),
wi(x, 0, t) = wi(x, π, t) = 0; wi(0, y, t) = wi(π, y, t),
wi(x, y, 0) = wi0(x, y); i = 1, 2.

(4)

:���� �

�� ������ �	������ ���	��
�� 	����������
��� ���������
�� �� �������
	�
�� ��)�
�� ����� (3), (4).

�������������� �����������

*� ��
�	� ������������% ����������	  ;" �� ������� (3), ��������<�� �	������ ����
������ �����
�� �	��
�� � ����������� 
���������� 	����������� ������� ����	�
��
������� 	 ������� ���������
�� ���������� =>?@A ���������
� ���������  B"� �������
���	�����C

!# $� ���

�� ���77����
��� α, β, λ,æ, ν 
� ��
�	� ����� D������
� �����

� 
�%��
��� ��)�
�� �������#

+# $������� ���7������� ��������
�� ��)�
�� �������#
8�� ���������� 	����������
�% ���������	 ��������� ��������	����� 	�����

��

7�
���� � ���
���
�� ��������� ����� �����������	�
�� =>?@A# 8�� ������
�� ���7��
������� ��������
�� �������
 ����� ?@EFG#

*���� �������
���� ��������
�� � ����� (4) �� ������� ���	
�
�� (3)# � ����
����� 	������ 	 ������	� �����
�% 7�
���� ����� D������
� �����	�

�� 7�
���� ����
��<�� ����� ⎧⎨

⎩
−∇2ϕ = λϕ,

ϕ(x, 0) = ϕ(x, π) = 0, ϕ(0, y) = ϕ(π, y).

*����
� �������� αkl = 2
π sin(2kx) sin(ly), βkl = 2

π cos(2kx) sin(ly), γl =
√

2
π sin(ly) 9

����
������	�

�� 	 ������ L2 �
�����	� �����	�

�% 7�
����# D������
���� ���������

�� � ��)�
�� ����� (4) �� ������� (3) 	������ 	 	�� ψ = a(t)α11, θ = b(t)β11 + c(t)γ2,
w1 = d(t)β11 + f(t)γ2, w2 = g(t)β11 + h(t)γ2.

*� �����<�� ������ ��
���	 ������
� ���	
�
�� ������� (3) 
� 7�
���� α11, β11, γ2�
������� ������� ����
�	�

�% �77���
�����
�% ���	
�
��# H���� 
�����
�� �����
	�� �� ������
���� ����� 
���# H���� �����

� ��)�� ����� ��)� �� ������� ����
��
	�

�% �77���
�����
�% ���	
�
�� � ���

��� 
�����
��� ����	����#

����� �� �� � � *+-
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������ �� 0�������� 
���� �����

�� ��)�
�� ����� (3), (4) ��� ���

�% ���77��
���
��% ν = 2� α = −1� β = 2� λ = 1� æ = 1� � ����� �������� ���7������� ��������
��
����� ��)�
��#

I�
���� ������
� ���	
�
�� ������� (3) 
� �����	�

�� 7�
���� α11, β11, γ2# $����
��� ������� �77���
�����
�% ���	
�
��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−5ȧ(t)(1 + 5λ) − 25νa(t) + 10βg(t) + 19.6b(t) = 0
ḋ(t) − αd(t) = 0, ġ(t) + 2a(t) − αg(t) = 0
ḃ(t) + 5æb(t) + 2

√
2

π a(t)c(t) − 2a(t) = 0
ḟ(t) − αf(t) = 0, ḣ(t) − αh(t) = 0
ċ(t) + 4æc(t) − 2

√
2

π a(t)b(t) = 0.

H���� 
�����
�� ����	�� �� ������
���� ����� 
���# $���� a(0) = 0, 2, b(0) =
0, 1, c(0) = 0, 2, d(0) = 0, 1, f(0) = 0, 3, g(0) = 0, 2, h(0) = 0, 2# .�)�� ����� ��)� ��
�

�� ������� ���	
�
��# D��7������� ����������� ��)�
�� ������� ������	��
� 
�
����
��# .��������� �����

��� ��)�
�� ������
� ���	��
� 	 �������#

������� ������� 	
� α = −1, β = 2, λ = 1, ν = 2, æ = 1

����� ������	� 
�����	������ 
���	������ ���� �����	��� � ���� ��������� ��

�����	 � ���� ����	������� � ������	�	 �	����������

����������

!# 3������	� /#$# *�����
������	�� ����� �� ���	
�
�� 	���
�� ��������
����	�
�9������ � �������� 3������ J /#$# 3������	 JJ 0�# ���# �
��� /* ���.#
9 !KLL# 9 M !NK# 9 �# !+B9!B,#

+# �	������ D#/# .����)������ ����� �������
	����� 	����������� 
���������� ���
����� J D#/# �	����� JJ 1�	# 	���	# O���������# 9 !KKP# 9 M !+# 9 �# B;9NP#

*+. ������� ��	
�� ��	� ��������������� ������	������ � �	��	����	�������
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�������

�������� 
������ ������� � ���������� ��������

a(o) = 0, 2, b(0) = 0, 1, c(0) = 0, 2, d(0) = 0, 1, f(0) = 0, 3, g(0) = 0, 2, h(0) = 0, 2

t a(t) b(t) c(t) d(t)

��� ������������ ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������ ������������

t f(t) g(t) h(t)

��� ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������

��� ������������ ������������ ������������

Q# �	������ D#/# *�������� �������������� ����� �
����� 	����������% 
��������
��% ��� J D#/ �	������ 0#D# ������	� JJ -���
# O�DI # 9 +PP;# 9 M L# 9 �# ;9QQ#

,# ������	�� 0#D# 1�����	�
�� �������������% ������ 
���������% 	����������% ���
������C ��# ### ��� 7��#����# 
��� J0#D# ������	�& *�	����# ���# �
��# 9 -������ *�	�
����� +PP,# 9 +,K �#

;# ������	�� 0#D# H���� �������
	����� 
���������� 	����������� ������� ����	�
��
������ 
�
���	��� ������ J0#D# ������	�� 3#$# O��	��	� JJ 1�	# 	���	# O���������#
9 +PP!# 9 M !! ',N,(# 9 �# ,B9;Q#

B# R����

�� ��)�
�� 
�����
������	�� ����� �� ����� �������
	����� 
����������
	����������� ������� 
�
���	��� ������ J O��	��	� 3#$# 'ST(& ���	����������C
O��	��	� 3#$# 'ST(# 9 M+P!+B!+LB+� ���������# ++#PQ#+P!+� .����� �������� �� U-O#

3���� $�	��	
� O��	��	�� ��7��� ������� � ���������� *�	�������� ��������	�
�

�� �
�	������� ��# 6�����	� O������ '�# -������ *�	����� .��������� ��������(�
E@F>V#N+WX>Y@#Z[

����� �� �� � � *+/
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!# eGcE@cE] f#g# hVYFY>@�iE[V_>Za b>@[A gZEj@AXG kEZ lm[>FYEVG Ek =EFYEV nA@]YV9bEY^oF >V_
e@_ZEa_ d@[Y_G  \>po>@qVE�cZ>A]aA r>_>poY _@a> [Z>]VAVYa _]YroAVYa> roY_cEGFAa nA@q]YV>9
dEa^F> Y roY_cEGFAa e@_ZEaF>"# � !"# $%&� '()&% *+ ,,,-� !KLL� VE# !NK� ??# !+B9!B,#

+# `]YZY_a[c s#f# `E@[jY@YFa Ek FoA toAZX>@ uEV]ApFYEV Ek bYGpEA@>GFYp hVpEX?ZAGGYj@A d@[Y_
 S>rZAGoYXEGFq r>_>poY FAZXEcEV]AcFGYY ]a>rcE[?Z[^Ea VAGroYX>AXEa roY_cEGFY"# -!../%(

$%&012%&/3. 4'561.&/#% 789� $%&12%&/:%;� !KKP� VE# !+� ??# B;9NP#

Q# `]YZY_a[c s#f#� `[c>poA]> t#s# `EXA =>FoAX>FYp>@ gZEj@AXG Ek FoA vaV>XYpG
Ek bYGpEA@>GFYp hVpEX?ZAGGYj@A =A_Y>  \AcEFEZaA X>FAX>FYpoAGcYA r>_>poY _YV>XYcY
]w>rcE[?Z[^Yo VAGroYX>AXao GZA_"# 71.&(/: $%<8� +PP;� VE# L� ??# ;9QQ#

,# `[c>poA]> t#s# '..=1">6%(/1 2%&12%&/301.:/:0 2>"1=1# (1.50/2%12#:0 6#%5:>!? !@/:0

50/":>.&1#A "/.� ��� ") % B5�)2%&� (%!:  toA `F[_a Ek =>FoAX>FYp>@ =E_A@G Ek hVpEX?ZAGGYj@A
bYGpEA@>GFYp d@[Y_GC _YG# vZ# `pYAVpA"# bA@YcYa \E]^EZE_� +PP,# +,K ?#

;# `[c>poA]> t#s#� =>F]AA]> e#g# toA gZEj@AX Ek toAZX>@ uEV]ApFYEV Ek >V hVpEX?ZAGGYj@A
bYGpEA@>GFYp nA@]YV9bEY^F d@[Y_ Ek \EVrAZE eZ_AZ  x>_>po> FAZXEcEV]AcpYY VAGroYX>AXEw
]w>rcE[?Z[^Ew roY_cEGFY nA@q]YV>�dEw^F> VAV[@A]E^E ?EZw>_c>"# -!../%( $%&012%&/3.

4'561.&/#% 789� $%&12%&/:%;� +PP!� VE# !!� ??# ,B9;Q#
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