
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

УДК 517.948

НЕЛИНЕЙНЫЙ МЕТОД ПРОЕКЦИОННОЙ
РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

А.Б. Бредихина

THE NONLINEAR PROJECTION REGULARIZATION
METHOD

A.B. Bredikhina

В статье рассмотрен метод проекционной регуляризации, в котором
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Введение

В настоящей статье приведено обоснование метода проекционной регуляризации [1] с па-
раметром регуляризации, выбранным из принципа невязки, названным в дальнейшем нели-
нейным методом проекционной регуляризации [2]. Особенностью этого метода является то,
что для получения приближенного решения он использует в качестве исходной информации
лишь fδ, и δ > 0.

Далее в предположении, что точное решение операторного уравнения u0 принадлежит
классу корректности Mr, получена точная по порядку оценка погрешности этого метода и
доказана его оптимальность по порядку на этом классе.

1. Постановка задачи и основные понятия

Пусть H– гильбертово пространство, A и B – линейные ограниченные операторы,
отображающие H в H такие, что операторы A∗A и BB∗ положительно определены, а
A∗ и B∗ операторы сопряженные A и B. Предположим, что ‖A−1‖ = ∞, Mr = BSr, где
Sr = { v : v ∈ H, ‖v‖ ≤ r}, а Nr = AMr.

Рассмотрим операторное уравнение

Au = f ; u ∈ H, f ∈ H. (1)

Определение 1. Множество Mr будем называть классом корректности для уравнения
(1), если сужение A−1

Nr
оператора A−1 на множество Nr равномерно непрерывно.
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Лемма 1. Для того, чтобы Mr было классом корректности для уравнения (1) необходимо
и достаточно, чтобы сужение A−1

Nr
оператора A−1 было непрерывно в нуле (см. [2]).

Предположим, что при f = f0 существует решение u0 ∈ H уравнения (1), но точное
значение правой части f0 нам не известно, а вместо него даны fδ ∈ H и δ > 0 такие, что
‖fδ − f0‖ ≤ δ.

Требуется, используя исходную информацию fδ и δ, определить приближенное решение
uδ уравнения (1) и получить оценку для величины ‖uδ − u0‖.

Определение 2. Семейство операторов { Tδ : 0 < δ ≤ δ0 } будем называть методом при-
ближенного решения уравнения (1) на множестве Mr, если для любого δ ∈ (0, δ0] оператор
Tδ непрерывно отображает H в H и Tδfδ −→ u0 при δ −→ 0 равномерно на множестве
Mr при условии, что ‖fδ − Au0‖ ≤ δ.

Из условий, наложенных на операторы A и B на основании леммы, доказанной в [3],
имеют место полярные разложения этих операторов A = QA и B = BP, где P и Q−
унитарные операторы A =

√
A∗A, B =

√
BB∗. Кроме того, предположим, что спектр

Sp(A) оператора A совпадает с отрезком [0, ‖A‖], а

B = G(A), (2)

где G(σ) строго возрастающая, непрерывная на [0, ‖A‖] функция такая, что G(0) = 0.
Из полярного представления оператора A следует, что уравнение (1) можно заменить

эквивалентным
Au = g, (3)

где g = Q∗f, а Q∗ − оператор, сопряженный Q.

Лемма 2. Пусть Mr = BSr, а B =
√

BB∗. Тогда Mr = B Sr.

Доказательство. Пусть u0 ∈ Mr. Тогда существует элемент v0 ∈ H такой, что ‖v0‖ ≤ r и

u0 = Bv0.

Рассмотрим элемент v1 = Pv0. Так как P− унитарный оператор, то ‖v1‖ ≤ r. Используя
полярное представление оператора B, получим, что u0 = Bv1 и, следовательно Mr ⊂ B Sr.

Если u0 ∈ B Sr, то существует элемент v1 ∈ H такой, что u0 = Bv1 и ‖v1‖ ≤ r.
Обозначим через v0 элемент P−1v1. Учитывая унитарность оператора P−1, получим, что
‖v0‖ ≤ r, а ввиду полярного представления оператора B, что u0 = Bv0. Следовательно,
B Sr ⊂ Mr.

Тем самым лемма доказана.

Предположим, что при g = g0 существует точное решение u0 уравнения (3), которое
принадлежит множеству Mr, но точное значение правой части g0 нам не известно, а вместо
него даны некоторое приближение gδ ∈ H и уровень погрешности δ > 0 такие, что ‖gδ−g0‖ ≤
δ. Требуется по исходным данным Mr, gδ и δ определить приближенное решение uδ

уравнения (3) и оценить уклонение ‖uδ − u0‖ приближенного решения uδ от точного u0.

2. Нелинейный метод проекционной регуляризации

В методе проекционной регуляризации [1] используется регуляризующее семейство опе-
раторов { Pα : 0 < α ≤ ‖A‖ }, действующих из H в H и определяемых формулой

Pαg =

∫ ‖A‖

α

1

σ
dEσg, α ∈ (0, ‖A‖], (4)
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где {Eσ : 0 ≤ σ ≤ ‖A‖ }− спектральное разложение единицы E, порожденное оператором
A.

Приближенное решение уравнения (3) определим формулой

uα
δ = Pαgδ. (5)

Для выбора параметра регуляризации α̂ = α̂(gδ, δ) в формуле (5) по исходным данным (gδ, δ)
используем уравнение

‖Auα
δ − gδ‖2 = 16δ2. (6)

Лемма 3. Если ‖gδ‖ > 4δ, то существует значение α̂ = α̂(gδ, δ), удовлетворяющее урав-
нению (6).

Доказательство. Обозначим через ϑ(α) величину квадрата невязки ‖Auα
δ − gδ‖2 ,

0 < α ≤ ‖A‖.
Так как из (4) следует, что

Auα
δ − gδ = A

∫ ‖A‖

α

1

σ
dEσgδ − gδ, (7)

то из (7) следует, что

ϑ(α) =

∫ α

0
d(Eσgδ, gδ), (8)

а из (8) неубывание и непрерывность функции ϑ(α) на отрезке [0, ‖A‖].
Из того, что ϑ(0) = 0, а ϑ(‖A‖) = ‖gδ‖2 следует существование значения α̂, удовлетворя-
ющего уравнению (6).

В дальнейшем приближенное решение uδ уравнения (3) определим формулой

uδ = T̂δgδ =

{

Pα̂(gδ,δ)gδ, при ‖gδ‖ > 4δ,

0 , при ‖gδ‖ ≤ 4δ,
(9)

где Pα определен формулой (4), а α̂(gδ, δ) уравнением (6).

Лемма 4. Оператор T̂δ, определяемый формулой (9), непрерывен на пространстве H

(см.[2]).

Обозначим через α(δ) значение параметра регуляризации, выбранное из уравнения

rαG(α) = δ. (10)

Лемма 5. Пусть оператор Pα определен формулой (4). Тогда

‖Pα‖ =
1

α
.

Доказательство. Из (4) следует, что

‖Pα‖ ≤ 1

α
,

а ввиду того, что
1

α
∈ Sp(Pα),

‖Pα‖ =
1

α
.
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Лемма 6. Если ‖gδ‖ > 4δ, а α̂(gδ, δ) определено (6), то для любого α > 0 из того, что

‖APαgδ − gδ‖ < 4δ (11)

следует, что
‖Pα‖ ≥ ‖Pα̂(gδ,δ)‖.

Доказательство. Так как функция ϑ(α), определяемая формулой (8), не убывает на отрезке
[0, ‖A‖] и

ϑ(α) = ‖Auα
δ − gδ‖2,

то из (8) и (11) следует, что α ≤ α̂(gδ, δ). Таким образом, из леммы 5 следует утверждение
леммы.

Лемма 7. Пусть ‖gδ‖ > 4δ. Тогда для значений α̂(gδ, δ) и α(δ) выполняются следующие
соотношения

‖Au
α(δ)
δ − gδ‖ ≤ 3δ, α̂(gδ, δ) ≥ α(δ)

и
‖Pα̂(gδ,δ)gδ − Pα̂(gδ,δ)g0‖ ≤ rG[α(δ)].

Доказательство. Так как u
α(δ)
δ = Pα(δ)gδ, то из (10) и леммы 5 следует, что

‖uα(δ)
δ − Pα(δ)g0‖ ≤ r G[α(δ)]. (12)

Обозначим через H⊥
α подпространство H, определяемое формулой

H⊥
α = [E − Eα]H.

Тогда из (4) будет следовать, что

Pαg = A
−1

g при g ∈ H⊥
α . (13)

Учитывая инвариантность подпространства H⊥
α относительно оператора A, доказанную

в [ 4, с. 336] и соотношения (13) получаем

‖Au
α(δ)
δ − Au

α(δ)
0 ‖ ≤ δ, (14)

где u
α(δ)
0 = Pα(δ)g0.

Так как

‖Au
α(δ)
δ − g0‖2 =

∫ α(δ)

0
d(Eσg0, g0),

а
∫ α(δ)

0
d(Eσg0, g0) =

∫ α(δ)

0
σ2G2(σ)d(Eσv0, v0),

то
‖Au

α(δ)
δ − g0‖ ≤ rα(δ)G[α(δ)]. (15)

Из (10) и (15) следует, что

‖Au
α(δ)
δ − g0‖ ≤ δ. (16)
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А из (14) и (16) вытекает неравенство

‖Au
α(δ)
δ − gδ‖ ≤ 3δ. (17)

Из лемм 5 и 6, соотношения (17) имеем

α̂(gδ, δ) ≥ α(δ). (18)

Так как

‖Pα̂(gδ,δ)gδ − Pα̂(gδ,δ)g0‖ ≤ δ

α̂(gδ, δ)
,

то из (10), (12) и (18) следует, что

‖Pα̂(gδ,δ)gδ − Pα̂(gδ,δ)g0‖ ≤ r G[α(δ)].

Тем самым лемма доказана.

Следуя [5], определим функции ω1(τ, r) и ω(τ, r)

ω1(τ, r) = sup{‖u1 − u2‖ : u1, u2 ∈ Mr, ‖Au1 − Au2‖ ≤ τ}, (19)

ω(τ, r) = sup{‖u‖ : u ∈ Mr, ‖Au‖ ≤ τ}, τ, r > 0. (20)

Лемма 8. Пусть функции ω1(τ, r) и ω(τ, r) определены формулами (19) и (20). Тогда их
связывает соотношение

ω1(τ, r) = ω(τ, 2r).

Доказательство. Доказательство приведено в [6] на с. 17.

Лемма 9. Пусть κ ≥ 1. Тогда справедливо соотношение

ω(κτ, κr) ≤ κω(τ, r).

Доказательство. Доказательство приведено в [6] на с. 17.

Пусть σ(τ) решения уравнения
rG(σ)σ = τ.

Лемма 10. Если выполнены все условия на операторы A и B, сформулированные выше,
а τ < r ‖A B‖, то справедлива формула

ω(τ, r) ≤ rG[σ(τ)].

Доказательство. Представим пространство H в виде ортогональной суммы

H = H1 ∔ H2, (21)

подпространств H1 = Eσ(τ)H и H2 = (E − Eσ(τ))H.

Из теоремы, доказанной в [4, с.336], следует, что подпространства H1 и H2 инвариантны
для операторов A и B.
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Из того, что u0 ∈ Mr, а

‖Au0‖ ≤ τ, (22)

на основании леммы 2 следует существование элемента v0 ∈ H такого, что

‖v0‖ ≤ r (23)

и

u0 = Bv0. (24)

Используя (21), представим элемент v0 в виде ортогональной суммы

v0 = v1 ∔ v2, (25)

где vi = pr(v0, Hi), i = 1, 2.

Пусть r1 = ‖v1‖, а r2 = ‖v2‖. Тогда из (23) и (25) следует, что

r2
1 + r2

2 ≤ r2. (26)

Из инвариантности подпространств Hi, i = 1, 2 относительно оператора B и из (24)
следует, что u0 = u1 + u2 и

ui = Bvi ∈ Hi, i = 1, 2. (27)

Из инвариантности подпространств H1 и H2 относительно оператора A будем иметь,
что

Aui ∈ Hi; i = 1, 2. (28)

Из (22), (27) и (28) следует, что

‖Aui‖ ≤ ri

r
τ ; i = 1, 2. (29)

Так как, следуя (2), G(σ) строго возрастает, то из (27) следует, что

‖u1‖ ≤ r1 G[σ(τ)], (30)

а из (29), что

‖u2‖ ≤ r2 τ

r σ(τ)
. (31)

Ввиду того, что

r2 G[σ(τ)]σ(τ) =
r2

r
τ, (32)

из (31) и (32) следует, что

‖u2‖ ≤ r2G[σ(τ)]. (33)

Из (26), (27), (30) и (33) следует, что

‖u0‖ ≤ r G[σ(τ)]. (34)

Ввиду произвольности u0 из (22)–(24), (34) и леммы 2 следует, что

ω(τ, r) ≤ r G[σ(τ)].

Тем самым лемма доказана.
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Теорема 1. Пусть u0 ∈ Mr, ‖g‖ > 4δ, uδ определен формулой (9), а α(δ)− формулой (10).
Тогда справедлива оценка

‖uδ − u0‖ ≤ 7 r G[α(δ)].

Доказательство. Из равенства u
α̂(gδ,δ)
0 = Pα̂(gδ,δ)g0 и формулы (4) получаем

u
α̂(gδ,δ)
0 =

∫ ‖A‖

α̂(gδ,δ)

1

σ
dEσg0. (35)

Обозначим через H3 подпространство H, определяемое формулой

H3 = (E − Eα̂(gδ,δ))H.

Тогда из равенства u0 = Bv0 следует

u
α̂(gδ,δ)
0 = Bv3, (36)

где v3 = pr(v0, H3)− метрическая проекция элемента v0 на подпространство H3.
Из (4), (9), (13), (35) получаем

‖A u
α̂(gδ,δ)
0 − A uδ‖2 =

∫ ‖A‖

α̂(gδ,δ)
d(Eσgδ − g0, gδ − g0) ≤ ‖gδ − g0‖2 ≤ δ2. (37)

Из соотношения (37) и равенства ‖A uδ − gδ‖ = 4δ следует, что

‖A u
α̂(gδ,δ)
0 − gδ‖ ≤ 5δ, (38)

а из (38), что

‖A u
α̂(gδ,δ)
0 − A u0‖ ≤ 6δ. (39)

Так как из (36) следует, что u
α̂(gδ,δ)
0 = B v3, где ‖v3‖ ≤ r, то из (39) следует, что

‖ u
α̂(gδ,δ)
0 − u0‖ ≤ ω1(6δ, r). (40)

Из лемм 8, 9, 10 и соотношения (40) следует, что

‖ u
α̂(gδ,δ)
0 − u0‖ ≤ 6rG[α(δ)]. (41)

Так как из леммы 7 α̂(gδ, δ) ≥ α(δ), то

1

α̂(gδ, δ)
≤ 1

α(δ)
. (42)

Из леммы 5 и соотношения (42) следует, что

‖ u
α̂(gδ,δ)
0 − uδ‖ ≤ δ

α(δ)
. (43)

Из (10) и (43) следует, что

‖ u
α̂(gδ,δ)
0 − uδ‖ ≤ rG[α(δ)]. (44)

Из (41) и (44) следует утверждение теоремы.

Работа поддержана грантом р−урал−а № 10-01-96000.
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