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Настоящая работа посвящена изучению одного класса систем диффе-

ренциальных уравнений нейтрального типа. Указаны области притяжения

нулевого решения и установлены оценки экспоненциального убывания ре-

шений на бесконечности. В частности, из этих оценок вытекает асимп-

тотическая устойчивость нулевого решения рассматриваемых систем. Ре-

зультаты получены с использованием модифицированного функционала

Ляпунова – Красовского.
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The present paper is devoted to study a class of systems of differential

equations of neutral type. We obtain attraction domains of the zero solution

and establish estimates of exponential decay at infinity for solutions. In

particular, asymptotic stability of the zero solution follows from these

estimates. These results were derived by the use of a modified Lyapunov –

Krasovskii functional.
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Введение

В настоящей работе рассматриваются системы квазилинейных дифференциальных
уравнений следующего вида

d

dt

(

y(t) + Dy(t − τ)
)

= Ay(t) + By(t − τ) + F (t, y(t), y(t − τ)), t > τ, (0.1)

где A, B, D — вещественные постоянные матрицы размера n × n, τ > 0 — постоянный па-
раметр запаздывания, F (t, u, v) — вещественнозначная непрерывная вектор-функция, удо-
влетворяющая условию Липшица

‖F (t, u1, v) − F (t, u2, v)‖ ≤ L‖u1 − u2‖, L ≥ 0,
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и оценке
‖F (t, u, v)‖ ≤ q1‖u‖1+ω1 + q2‖v‖1+ω2 , q1, q2 > 0, ω1, ω2 > 0. (0.2)

Если матрица D ненулевая, то такие системы принято называть системами уравнений ней-
трального типа (см., например, [1–5]).

Отметим, что для систем дифференциальных уравнений (0.1) в литературе хорошо из-
вестны теоремы об асимптотической устойчивости, которые формулируются в терминах
расположения корней квазимногочленов и функционалов Ляпунова – Красовского (см., на-
пример, [1–5]).

В последние годы появились модифицированные функционалы Ляпунова – Красовско-
го, позволяющие получать оценки экспоненциального убывания решений линейных систем

d

dt

(

y(t) + Dy(t − τ)
)

= Ay(t) + By(t − τ), t > τ,

без нахождения корней квазимногочленов (см., например, [6–13]). С использованием та-
ких функционалов также были получены некоторые оценки областей притяжения нулевого
решения и оценки скоростей убывания решений на бесконечности систем квазилинейных
уравнений с запаздывающим аргументом

d

dt
y(t) = Ay(t) + By(t − τ) + F (t, y(t), y(t − τ)), t > τ,

(см., например, [11, 12, 14]). В частности, в работе [11] авторами был предложен следующий
модифицированный функционал Ляпунова – Красовского

v(t, y) = 〈Hy(t), y(t)〉 +

t
∫

t−τ

〈K(t − s)y(s), y(s)〉ds

с матрицами H = H∗ > 0 и K(s) = K∗(s) > 0, s ∈ [0, τ ]. Мы используем обобщение этого
функционала (см. также [13, 15]):

v(t, y) =
〈

H
(

y(t) + Dy(t − τ)
)

,
(

y(t) + Dy(t − τ)
)〉

+

t
∫

t−τ

〈K(t − s)y(s), y(s)〉ds. (0.3)

Целью настоящей работы является изучение асимптотической устойчивости нулевого
решения системы (0.1), установление оценок решений, характеризующих скорость убыва-
ния на бесконечности, а также получение областей притяжения нулевого решения. Работа
является продолжением исследований [15]. Результаты, полученные в работе, были пред-
ставлены на конференциях [16, 17].

1. Формулировка основных результатов

Рассмотрим начальную задачу для системы (0.1):











d

dt

(

y(t) + Dy(t − τ)
)

= Ay(t) + By(t − τ) + F (t, y(t), y(t − τ)), t > τ,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [0, τ ],

(1.1)

где ϕ(t) ∈ C1[0, τ ] — заданная вещественнозначная вектор-функция. Будем предполагать,
что y(τ + 0) = ϕ(τ).
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Сформулируем основные результаты работы. Предположим, что выполнены следующие
условия.

Условие I. Пусть существуют матрицы H = H∗ > 0 и K(s) ∈ C1[0, τ ] такие, что

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ],

и составная матрица

C = −
(

HA + A∗H + K(0) HB + A∗HD

B∗H + D∗HA D∗HB + B∗HD − K(τ)

)

(1.2)

положительно определена.
Условие II. Пусть

c̃1 = c1 − ‖H‖
(

‖D‖ +
√

1 + ‖D‖2
)(

q1‖D‖(1 + ‖D‖)ω1 + q2

)

> 0, (1.3)

где c1 — минимальное собственное значение матрицы C.
Введем следующие обозначения. Пусть k > 0 — максимальное число такое, что

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ], (1.4)

ε = min

{

c̃1

1 + ‖D‖2
, k‖H‖

}

, p = exp

(

ετ

2‖H‖

)

. (1.5)

Будем рассматривать три случая: ‖D‖ < p−1, ‖D‖ = p−1 и p−1 < ‖D‖ < 1.
Справедливы следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть выполнены условия (I), (II) и ‖D‖ < p−1. Тогда множество веще-

ственнозначных вектор-функций

Ω1 =

{

ϕ(t) ∈ C1[0, τ ] : v(τ, ϕ) <

(

ε

2q1‖H‖2‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1

)2/ω1

,

‖ϕ‖∞ ≤
(

MΥ(1 − p‖D‖)−1 + ‖D‖
)−1

}

является множеством притяжения нулевого решения системы (0.1), где

Υ =

(

1 − 2q1‖H‖2‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1

ε
vω1/2(τ, ϕ)

)−1/ω1

> 1, (1.6)

M =
√

‖H−1‖
(

‖H‖(1 + ‖D‖)2 + τ‖K‖∞
)

, (1.7)

‖K‖∞ = max
s∈[0,τ ]

‖K(s)‖, ‖ϕ‖∞ = max
s∈[0,τ ]

‖ϕ(s)‖. (1.8)

При этом для решения y(t) начальной задачи (1.1) справедлива оценка

‖y(t)‖ ≤ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)(

MΥ(1 − p‖D‖)−1 + exp

(

(t − τ)

τ
ln(p‖D‖)

))

‖ϕ‖∞.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (I), (II) и ‖D‖ = p−1. Тогда множество веще-
ственнозначных вектор-функций

Ω2 =

{

ϕ(t) ∈ C1[0, τ ] : v(τ, ϕ) <

(

ε

2q1‖H‖2‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1

)2/ω1

,
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‖ϕ‖∞ ≤
[

exp

(

−
(

1 − ln p

MΥp

))

MΥp

ln p

]−1
}

является множеством притяжения нулевого решения системы (0.1). При этом для ре-
шения y(t) начальной задачи (1.1) справедлива оценка

‖y(t)‖ ≤ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)(

MΥ
t

τ
+ 1

)

‖ϕ‖∞.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (I), (II) и p−1 < ‖D‖ < 1. Тогда множество
вещественнозначных вектор-функций

Ω3 =

{

ϕ(t) ∈ C1[0, τ ] : v(τ, ϕ) <

(

ε

2q1‖H‖2‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1

)2/ω1

, (1.9)

‖ϕ‖∞ ≤
(

MΥp‖D‖(p‖D‖ − 1)−1 + ‖D‖
)−1

}

(1.10)

является множеством притяжения нулевого решения системы (0.1). При этом для ре-
шения y(t) начальной задачи (1.1) справедлива оценка

‖y(t)‖ ≤ exp

(

(t − τ)

τ
ln ‖D‖

)

(

MΥp‖D‖(p‖D‖ − 1)−1 + 1
)

‖ϕ‖∞. (1.11)

Следствие. Пусть выполнены условия (I), (II) и ‖D‖ < 1. Тогда нулевое решение
системы (0.1) асимптотически устойчиво.

2. Доказательство основных утверждений

Доказательства теорем 1–3 проводятся по схеме, изложенной в [15, § 3]. Приведем до-
казательство теоремы 3. Вначале докажем вспомогательное утверждение.

Теорема 4. Предположим, что выполнены условия (I) и (II). Тогда для решения y(t)
начальной задачи (1.1) справедливо неравенство

d

dt
v(t, y) +

ε

‖H‖v(t, y) − 2q1‖H‖‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1v1+ω1/2(t, y) ≤

≤ −2q1‖H‖‖D‖(1 + ‖D‖)ω1

(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω1

)

−
−2q2‖H‖

(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω2

)

,

(2.1)

где v(t, y) — модифицированный функционал Ляпунова – Красовского, определенный равен-
ством (0.3), ε > 0 определено в (1.5).

Доказательство. Пусть y(t) — решение начальной задачи (1.1). Рассмотрим положи-
тельно определенный функционал v(t, y), определенный в (0.3). Дифференцируя его вдоль
решений уравнения (0.1), как и в работе [15] (см. доказательство теоремы 1, с. 20–21) полу-
чим тождество

d

dt
v(t, y) +

〈

C

(

y(t)

y(t − τ)

)

,

(

y(t)

y(t − τ)

)〉

−
t
∫

t−τ

〈

d

dt
K(t − s)y(s), y(s)

〉

ds ≡

≡ 2
〈

H
(

y(t) + Dy(t − τ)
)

, F (t, y(t), y(t − τ))
〉

,

(2.2)
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где матрица C определена в (1.2).
Оценим величину, стоящую в правой части. В силу условия (0.2) имеем

2
〈

H
(

y(t) + Dy(t − τ)
)

, F (t, y(t), y(t − τ))
〉

≤

≤ 2‖H‖‖y(t) + Dy(t − τ)‖‖F (t, y(t), y(t − τ))‖ ≤

≤ 2‖H‖‖y(t) + Dy(t − τ)‖
(

q1‖y(t)‖1+ω1 + q2‖y(t − τ)‖1+ω2

)

≤

≤ 2‖H‖‖y(t) + Dy(t − τ)‖
(

q1

(

‖y(t) + Dy(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖
)1+ω1

+ q2‖y(t − τ)‖1+ω2

)

.

Учитывая неравенство

(α + δβ)1+ω ≤ (1 + δ)ω
(

α1+ω + δβ1+ω
)

, α, β, δ, ω ≥ 0,

получим

2
〈

H
(

y(t) + Dy(t − τ)
)

, F (t, y(t), y(t − τ))
〉

≤ 2‖H‖‖y(t) + Dy(t − τ)‖×

×
(

q1(1 + ‖D‖)ω1

(

‖y(t) + Dy(t − τ)‖1+ω1 + ‖D‖‖y(t − τ)‖1+ω1

)

+ q2‖y(t − τ)‖1+ω2

)

=

= 2q1‖H‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t) + Dy(t − τ)‖2+ω1+

+2‖H‖‖y(t) + Dy(t − τ)‖
(

q1‖D‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t − τ)‖1+ω1 + q2‖y(t − τ)‖1+ω2

)

.

Далее, очевидно, что

2
〈

H
(

y(t) + Dy(t − τ)
)

, F (t, y(t), y(t − τ))
〉

≤ 2q1‖H‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t) + Dy(t − τ)‖2+ω1+

+2‖H‖
(

‖y(t)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖
)(

q1‖D‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t − τ)‖1+ω1 + q2‖y(t − τ)‖1+ω2

)

=

= 2q1‖H‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t) + Dy(t − τ)‖2+ω1+

+2q1‖H‖‖D‖(1 + ‖D‖)ω1

(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)

‖y(t − τ)‖ω1+

+2q2‖H‖
(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)

‖y(t − τ)‖ω2 .

Преобразуем полученное неравенство. Имеем

2
〈

H
(

y(t) + Dy(t − τ)
)

, F (t, y(t), y(t − τ))
〉

≤ 2q1‖H‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t) + Dy(t − τ)‖2+ω1+

+2‖H‖
(

q1‖D‖(1 + ‖D‖)ω1 + q2

)(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)

−

−2q1‖H‖‖D‖(1 + ‖D‖)ω1

(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω1

)

−

−2q2‖H‖
(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω2

)

.

Следовательно, в силу оценки

2
(

αβ + δβ2
)

≤
(

δ +
√

1 + δ2
)

(

α2 + β2
)

, α, β, δ ≥ 0,
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получим

2
〈

H
(

y(t) + Dy(t − τ)
)

, F (t, y(t), y(t − τ))
〉

≤

≤ 2q1‖H‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t) + Dy(t − τ)‖2+ω1+

+‖H‖
(

‖D‖ +
√

1 + ‖D‖2
)(

q1‖D‖(1 + ‖D‖)ω1 + q2

)(

‖y(t)‖2 + ‖y(t − τ)‖2
)

−

−2q1‖H‖‖D‖(1 + ‖D‖)ω1

(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω1

)

−

−2q2‖H‖
(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω2

)

.

(2.3)

Далее, учитывая положительную определенность матрицы C, а также условие (1.4) и
оценку (2.3), из тождества (2.2) нетрудно получить неравенство

d

dt
v(t, y) + c1

(

‖y(t)‖2 + ‖y(t − τ)‖2
)

+ k

t
∫

t−τ

〈K(t − s)y(s), y(s)〉 ds ≤

≤ 2q1‖H‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t) + Dy(t − τ)‖2+ω1+

+‖H‖
(

‖D‖ +
√

1 + ‖D‖2
)(

q1‖D‖(1 + ‖D‖)ω1 + q2

)(

‖y(t)‖2 + ‖y(t − τ)‖2
)

−

−2q1‖H‖‖D‖(1 + ‖D‖)ω1

(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω1

)

−

−2q2‖H‖
(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω2

)

.

Учитывая обозначение (1.3) и используя оценку

‖y(t)‖2 + ‖y(t − τ)‖2 ≥ 1

1 + ‖D‖2
‖y(t) + Dy(t − τ)‖2,

получим

d

dt
v(t, y) +

c̃1

1 + ‖D‖2
‖y(t) + Dy(t − τ)‖2 + k

t
∫

t−τ

〈K(t − s)y(s), y(s)〉 ds−

−2q1‖H‖(1 + ‖D‖)ω1‖y(t) + Dy(t − τ)‖2+ω1 ≤

≤ −2q1‖H‖(1 + ‖D‖)ω1‖D‖
(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω1

)

−

−2q2‖H‖
(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖y(t − τ)‖ω2

)

,

откуда, с учетом обозначения (1.5) и определения (0.3) функционала v(t, y), нетрудно уста-
новить неравенство (2.1).

Теорема 4 доказана.
Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 3. Пусть y(t) — решение начальной

задачи (1.1), где ϕ(t) ∈ Ω3. Покажем, что y(t) будет определено на всей полуоси t ≥ τ , причем
при t ∈ [mτ, (m + 1)τ), m ∈ N, имеет место оценка

‖y(t)‖ ≤
(

MΥ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)m−1
∑

k=0

(p‖D‖)k + ‖D‖m

)

‖ϕ‖∞, (2.4)
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где ε и p определены в (1.5), Υ — в (1.6), M и ‖ϕ‖∞ — в (1.7)–(1.8). Будем доказывать это
неравенство индукцией по m.

Пусть t ∈ [τ, 2τ). Тогда из неравенства (2.1) получим

d

dt
v(t, y) +

ε

‖H‖v(t, y) − 2q1‖H‖‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1v1+ω1/2(t, y) ≤

≤ −2q1‖H‖‖D‖(1 + ‖D‖)ω1

(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖ϕ‖ω1

∞

)

−

−2q2‖H‖
(

‖y(t)‖‖y(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖2
)(

1 − ‖ϕ‖ω2

∞

)

.

Поскольку ϕ(t) ∈ Ω3, то в силу условия (1.10) имеем

d

dt
v(t, y) +

ε

‖H‖v(t, y) − 2q1‖H‖‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1v1+ω1/2(t, y) ≤ 0.

Отсюда, учитывая условие (1.9), так же, как и в работе [15] (см. доказательство теоремы 6,
с. 26) получим

v(t, y) ≤ exp

(

−ε(t − τ)

‖H‖

)

v(τ, ϕ)

(

1 − 2q1‖H‖2‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1

ε
vω1/2(τ, ϕ)

)−2/ω1

.

Учитывая оценку
v(τ, ϕ) ≤

(

‖H‖(1 + ‖D‖)2 + τ‖K‖∞
)

‖ϕ‖2
∞

и обозначения (1.6)–(1.8), из определения (0.3) функционала v(t, y) и установленного нера-
венства нетрудно получить

‖y(t) + Dy(t − τ)‖2 ≤ ‖H−1‖ v(t, y) ≤ (MΥ)2 exp

(

−ε(t − τ)

‖H‖

)

‖ϕ‖2
∞.

Следовательно,

‖y(t)‖ ≤ ‖y(t) + Dy(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖ ≤
(

MΥ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)

+ ‖D‖
)

‖ϕ‖∞,

т. е. решение y(t) начальной задачи (1.1) определено на отрезке [τ, 2τ ], и при m = 1 нера-
венство (2.4) доказано.

Далее будем рассуждать по индукции. Пусть решение y(t) задачи (1.1) существует на
отрезке [τ, mτ ], причем при t ∈ [(m − 1)τ, mτ) выполнено неравенство (2.4).

Пусть t ∈ [mτ, (m + 1)τ). Оценим ‖y(t − τ)‖. По предположению индукции имеем

‖y(t − τ)‖ ≤
(

MΥ exp

(

−ε(t − 2τ)

2‖H‖

)m−2
∑

k=0

(p‖D‖)k + ‖D‖m−1

)

‖ϕ‖∞ =

=

(

MΥ exp

(

−ε(t − 2τ)

2‖H‖

)

(p‖D‖)m−2
m−2
∑

k=0

(p‖D‖)−k + ‖D‖m−1

)

‖ϕ‖∞ ≤

≤
(

MΥ
∞
∑

k=0

(p‖D‖)−k + ‖D‖
)

‖ϕ‖∞ =
(

MΥp‖D‖(p‖D‖ − 1)−1 + ‖D‖
)

‖ϕ‖∞,

откуда в силу условия (1.10) ‖y(t − τ)‖ ≤ 1. Следовательно, из неравенства (2.1) получим

d

dt
v(t, y) +

ε

‖H‖v(t, y) − 2q1‖H‖‖H−1‖1+ω1/2(1 + ‖D‖)ω1v1+ω1/2(t, y) ≤ 0.
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Из этого неравенства так же, как и ранее, нетрудно установить оценку

‖y(t) + Dy(t − τ)‖ ≤ MΥ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)

‖ϕ‖∞.

Следовательно, по индукционному предположению, используя (2.4), получим

‖y(t)‖ ≤ ‖y(t) + Dy(t − τ)‖ + ‖D‖‖y(t − τ)‖ ≤ MΥ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)

‖ϕ‖∞+

+‖D‖
(

MΥ exp

(

−ε(t − 2τ)

2‖H‖

)m−2
∑

k=0

(p‖D‖)k + ‖D‖m−1

)

‖ϕ‖∞ =

=

(

MΥ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)m−1
∑

k=0

(p‖D‖)k + ‖D‖m

)

‖ϕ‖∞.

Из полученной оценки непосредственно вытекает, что решение y(t) начальной задачи (1.1)
определено на всем отрезке [τ, (m + 1)τ ], причем выполнено неравенство (2.4).

Далее, из оценки (2.4) при t ∈ [mτ, (m + 1)τ) имеем

‖y(t)‖ ≤
(

MΥ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)m−1
∑

k=0

(p‖D‖)k + ‖D‖m

)

‖ϕ‖∞ =

=

(

MΥ exp

(

−ε(t − τ)

2‖H‖

)

(p‖D‖)m−1
m−1
∑

k=0

(p‖D‖)−k + ‖D‖m

)

‖ϕ‖∞ ≤

≤ exp

(

(t − τ)

τ
ln ‖D‖

)

(

MΥ
∞
∑

k=0

(p‖D‖)−k + 1

)

‖ϕ‖∞ =

= exp

(

(t − τ)

τ
ln ‖D‖

)

(

MΥp‖D‖(p‖D‖ − 1)−1 + 1
)

‖ϕ‖∞.

Тем самым установлено неравенство (1.11), а следовательно, доказана теорема 3.
Теоремы 1 и 2 доказываются по аналогичной схеме.
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