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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СУММЫ МИНКОВСКОГО
ДЛЯ ДВУХ ПОЛИЭДРОВ
СИСТЕМОЙ ЛИНЕЙНЫХ НЕРАВЕНСТВ

А.В. Панюков

Любой выпуклый полиэдр представим как множество решений некоторой системы

линейных неравенств. Алгебраическая сумма по Минковскому выпуклых полиэдров

X,Y ⊂ R
n также является выпуклым полиэдром, и, следовательно, также представим

как множество решений некоторой системы линейных неравенств. В статье предложен

полиномиальный алгоритм решения указанной задачи, основанный на формировании

ряда избыточных ограничений в представлении слагаемых и их трансляции в результи-

рующее представление. Предложен эффективный способ использования параллельных

и распределенных вычислений для реализации алгоритма.

Ключевые слова: полиэдр, сумма множеств по Минковскому, система линейных

неравенств, линейное программирование.

Введение

Задача оценивания состояния динамических систем при наличии неопределенных, но
ограниченных мешающих факторов, занимает важное место в теории идентификации. На-
чиная с пионерской работы F.C. Schweppe [1], этой задаче посвящается все возрастаю-
щее количество исследований, включая фундаментальные работы А.Б. Куржанского [2] и
Ф.Л. Черноусько [3]. Исходя из требований повышения точности оценивания состояния, в
[4] было предложено использовать многогранники, заданные своими вершинами. В работе
[5] предложено использование двойного описания (вершинами и гранями) многогранника. В
работах [6, 8] развиваются идеи оценивания с использованием только граней для описания
многогранников. В этом случае информационные множества аппроксимированы системами
линейных неравенств (гранями многогранников), а для описания эволюции объектов ис-
пользуется алгебраическая сумма по Минковскому для подмножеств X, Y ⊂ R

n, которая по
определению равна

S = X + Y = {z = x + y : x ∈ X, y ∈ Y } . (1)

Представление (1) для подмножества S ⊂ R
n использует 2n переменных, т.е. в два раза

превышает необходимое количество. В связи с этим, актуальной проблемой становится по-
иск представления суммы двух полиэдров, представленных как множества решений систем
линейных неравенств X = {x ∈ R

n : Ax ≤ a ∈ R
ma}, Y = {x ∈ R

n : Bx ≤ b ∈ R
mb}, в виде

множества решений системы неравенств

S = {x : Cx ≤ c ∈ R
mc}. (2)

Известные подходы (например, [9 – 12]) к решению данной проблемы, основанные на
последовательном исключении переменных, ориентированы на уменьшение пространствен-
ной сложности реализующих их алгоритмов. В целом алгоритмы, реализующие указанные
подходы, имеют экспоненциальную вычислительную сложность. Современный уровень раз-
вития вычислительной техники менее критичен к объему используемой памяти и позволяет
применять алгоритмы с полиномиальной вычислительной сложностью для решения задач
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большой размерности. В статье предложен полиномиальный алгоритм решения указанной
задачи, основанный на формировании ряда избыточных ограничений в представлении сла-
гаемых и их трансляции в результирующее представление. Предложен эффективный способ
использования параллельных и распределенных вычислений для реализации алгоритма.

1. Теоремы о представлении

Теорема 1. Если

X = {x ∈ R
n : Ax ≤ a ∈ R

ma}, (3)

Y = {y ∈ R
n : Bx ≤ b ∈ R

mb}, (4)

Z =

{

z ∈ R
n : Az ≤ a + max

y:By≤b
Ay, Bz ≤ b + max

x:Ax≤a
Bx

}

, (5)

то Z ⊇ X + Y .

Доказательство. Пусть x ∈ X, y ∈ Y . Рассмотрим z = x + y. Имеем

Az = A(x + y) = Ax + Ay ≤ b + max
y:By≤b

Ay,

Bz = B(x + y) = By + Bx ≤ b + max
x:Ax≤a

B.

Следовательно,

z = x + y ∈

{

z ∈ R
n : Az ≤ a + max

y:By≤b
Ay, Bz ≤ b + max

x:Ax≤a
Bx

}

.

Теорема доказана.

В общем случае обратное включение Z ⊆ X+Y не имеет место. В качестве иллюстрации
этого приведем пример из работы [8]. Пусть

X =































x ∈ R
n :

x1 ≤ 1,
x2 ≤ 1,

x3 ≤ 1,
−x1 ≤ 0,

−x2 ≤ 0,
−x3 ≤ 0































; Y =















x ∈ R
n :

x1 +x2 +x3 ≤ 1,
−x1 ≤ 0,

−x2 ≤ 0,
−x3 ≤ 0















.

(6)
В данном случае (см. также рисунок)

Z =







































x ∈ R
n :

x1 ≤ 2,
x2 ≤ 2,

x3 ≤ 2,
−x1 ≤ 0,

−x2 ≤ 0,
−x3 ≤ 0,

x1 +x2 +x3 ≤ 4







































;

X + Y = Z ∩







x ∈ R
n :

x1 +x2 ≤ 3,
x2 +x3 ≤ 3,

x1 +x3 ≤ 3







. (7)
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Иллюстрация множеств Z и X + Y , описываемых равенствами (7)

Легко заметить, что представление X + Y отличается от представления Z наличием
неравенств, представляющих трансляцию в множество Z суммы некоторых пар неравенств
в представлении множества X. Как будет видно из дальнейшего изложения, этот факт имеет
определяющее значение при построении полиномиального алгоритма.

Пусть система неравенств Ãx ≤ ã содержит суммы всех возможных пар неравенств
системы Ax ≤ a. Пусть также система неравенств B̃x ≤ b̃ содержит суммы всех возможных
пар неравенств системы Bx ≤ b.

Теорема 2. Если
X = {x ∈ R

n : Ax ≤ a ∈ R
ma}, (8)

Y = {y ∈ R
n : Bx ≤ b ∈ R

mb}, (9)

S =

{

z ∈ R
n :

(

A

Ã

)

s ≤

(

a
ã

)

+ max
y:By≤b

[(

A

Ã

)

y

]

,

(

B

B̃

)

s ≤

(

b

b̃

)

+ max
x:Ax≤a

[(

B

B̃

)

x

]}

, (10)

то S = X + Y .

Доказательство. Очевидно, что системы неравенств
(

A

Ã

)

x ≤

(

a
ã

)

,

(

B

B̃

)

y ≤

(

b

b̃

)

являются избыточными представлениями множеств X и Y соответственно, т.е.

X = {x ∈ R
n : Ax ≤ a, Ãx ≤ ã}, Y = {y ∈ R

n : Bx ≤ b, B̃x ≤ b̃}.

В соответствии с теоремой 1 имеем S ⊇ X + Y . Для доказательства обратного включения
S ⊆ X + Y достаточно показать, что все крайние точки множества S являются элементами
X + Y .
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Итак, пусть s – произвольная крайняя точка множества S ⊆ R
n;

I(s) = IA(s) ∪ IÃ(s) ∪ IB(s) ∪ IB̃(s)

– множество активных ограничений (т.е. уравнений), определяющих точку s;

(

IA(s), IÃ(s), IB(s), IB̃(s)
)

– разбиение множества уравнений I(s) на подмножества, ассоциированные с системами огра-
ничений Ax ≤ a, Ãx ≤ ã, Bx ≤ b и B̃x ≤ b̃ соответственно.

С учетом принятых обозначений, имеем

(

∀i ∈ IA ∪ IÃ(s)
)

(

Ai∗s = ai + Ai∗y
(i)

)

,
(

∀j ∈ IB ∪ IB̃(s)
)

(

Bj∗s = bj + Bj∗x
(j)

)

, (11)

где

x(j) = arg max
x:Ax≤a

Bj∗x, y(i) = arg max
y:By≤b

Ai∗y. (12)

Для завершения доказательства теоремы предваительно докажем следующую лемму.

Лемма 1. В системе уравнений (11), определяющей крайнюю точку s ∈ S, имеют место
равенства

(

∀i ∈ IA(s) ∪ IÃ(s)
)

y(i) = y(s),
(

∀j ∈ IB(s) ∪ IB̃(s)
)

x(j) = x(s). (13)

Доказательство. Приведем доказательство для уравнений из множества IA(s) ∪ IÃ(s), до-
казательство для уравнений множества IB(s) ∪ IB̃(s) делается аналогично.

Предложение 1. Если множество IA(s) содержит уравнения Ai∗s = ai +Ai∗y
(i) и Aj∗s =

aj + Aj∗y
(j), то

y(i) = y(j) = arg max
y:By≤b

(Ai∗ + Aj∗)y.

Доказательство. Складывая уравнения Ai∗s = ai + Ai∗y
(i) и Aj∗s = aj + Aj∗y

(j), получим

(Ai∗ + Aj∗)s = ai + aj + Ai∗y
(i) + Aj∗y

(j) ≥ ai + aj + max
y:By≤b

(Ai∗ + Aj∗)y.

Так как система неравенств, определяющая множество S, содержит противоположное нера-
венство

(Ai∗ + Aj∗)s ≤ ai + aj + max
y:By≤b

(Ai∗ + Aj∗)y,

то

max
y:By≤b

(Ai∗ + Aj∗)y = aj + Ai∗y
(i) + Aj∗y

(j). (14)

Предположение, что

y(i), y(j) 6= arg max
y:By≤b

(Ai∗ + Aj∗)y,

приводит к противоречию с равенством (14), следовательно в рассматриваемом случае

y(i) = y(j) = arg max
y:By≤b

(Ai∗ + Aj∗)y.

Предложение 1 доказано.
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Предложение 2. Если множество IÃ(s) содержит уравнение

(Ai∗ + Aj∗)s = ai + aj + (Ai∗ + Aj∗)y
ij , где yij = arg max

y:By≤b
(Ai∗ + Aj∗)y, (15)

то множество IA(s) содержит либо уравнение Ai∗s = ai + Ai∗y
(i) и при этом y(i) = yij,

либо уравнение Aj∗s = aj + Aj∗y
(j) и при этом y(j) = yij.

Доказательство. Действительно, возможны три случая:

(1) Ai∗s = ai + Ai∗y
(ij), Aj∗s = aj + Aj∗y

(ij);

(2) Ai∗s ≤ ai + Ai∗y
(ij), Aj∗s ≥ aj + Aj∗y

(ij);

(3) Ai∗s ≥ ai + Ai∗y
(ij), Aj∗s ≤ aj + Aj∗y

(ij).

В первом случае мы имеем y(ij) = y(i) = y(j), т.е. предложение спрведливо.
Во втором случае из существования s : Ai∗s = ai + Ai∗y

(i) и очевидного неравенства
Ai∗y

(ij) ≤ Ai∗y
(i) следует y(ij) = y(i) и принадлежность уравнения Ai∗s = ai + Ai∗y

(i) множе-
ству IA(s).

В третьем случае из существования s : Aj∗s = aj + Aj∗y
(j) и очевидного неравенства

Aj∗y
(ij) ≤ Aj∗y

(j) следует y(ij) = y(j) и принадлежность уравнения Aj∗s = aj + Aj∗y
(j)

множеству IA(s).
Предложение 2 доказано.

В соответствии с предложением 1 (∀i ∈ IA(s))y(i) = y(s). Отсюда в соответствии с
предложением 2 имеем

(

∀i ∈ IA(s) ∪ IÃ(s)
)

y(i) = y(s).

Лемма доказана.

Если множества IA(s) ∪ IÃ(s) и IB(s) ∪ IB̃(s) не пусты, то s = x(s) + y(s).
Предположим, что IA(s) ∪ IÃ(s) = ∅, тогда определенным является только x(s), но в

соответствии с (11) и леммой 1 имеем
(

∀j ∈ IB ∪ IB̃(s)
)

(Bj∗ (x(s) + y(s)) = bj + Bj∗y(s)) ,

следовательно,
(

∀j ∈ IB ∪ IB̃(s)
)

(Bj∗y(s) = bj) . (16)

Система уравнений (16) определяет допустимое базисное решение на полиэдре, представ-
ленным системой ограничений

By(s) ≤ b + max
x:Ax≤a

Bx − Bx(s). (17)

Если By(s) ≤ b, то справедливость теоремы очевидна. Предположение существования k,
такого что

Bk∗y(s) > b (18)

приводит к противоречию. Действительно, пусть j ∈ IB. Из (16) и (18) следует

(Bj∗ + Bk∗) (x(s) + y(s)) > bj + bk. (19)

С другой стороны пара (x(s), y(s)) удовлетворяет ограничению

(Bj∗ + Bk∗) (x(s) + y(s)) ≤ bj + bk + (Bj∗ + Bk∗)x(s) ⇒ (Bj∗ + Bk∗) y(s) ≤ bj + bk,

которое противоречит (19).
Случай IB(s) ∪ IB̃(s) = ∅ рассматривается аналогично.
Теорема доказана.
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Из теоремы 2 следует, что для нахождения представления суммы по Минковскому по-
лиэдров X и Y достаточно решить ma + C2

ma
задач линейного программирования

max
y: By≤b

Aiy, i = 1, 2, . . . , ma + C2
ma

, (20)

и mb + C2
mb

задач линейного программирования

max
x: Ax≤a

Bix, i = 1, 2, . . . , mb + C2
mb

, (21)

где Ai, i = 1, 2, . . . , ma + C2
ma

и Bi, i = 1, 2, . . . , mb + C2
mb

– все возможные строки матриц

(

A

Ã

)

и

(

B

B̃

)

.

Поскольку задача линейного программирования имеет полиномиальную сложность, а число
решаемых задач ma + mb + C2

ma
+ C2

mb
имеет полиномиальную зависимость от числа бит,

требуемых для кодирования исходных данных, т.е. матриц A, a, B, b,, то имеет место

Теорема 3. Задача нахождения представления суммы полиэдров X = {x ∈ R
n : Ax ≤

a ∈ R
ma} и Y = {x ∈ R

n : Bx ≤ b ∈ R
mb} в виде X + Y = {x : Cx ≤ c ∈ R

mc} имеет
полиномиальную сложность.

2. Алгоритмы нахождения представления
суммы двух полиэдров

Предположим, что имеется вычислительная система, позволяющая независимо выпол-
нять N процессов. Далее для краткости ограничимся расмотрением алгоритма решения
задач семейства (20). Алгоритм решения задач семейства (21) с точностью до обозначений
будет таким же.

Тривиальный метод равномерного распределения задач из семейств (20) по процессам
и их независимое решение недостаточно неэффективен, т.к. не учитывает общность условий
решаемых задач.

Действительно, все задачи семейства (20) имеют одинаковую систему ограничений
By ≤ b и различаются в пределах семейства только целевыми функциями. Задачи с близ-
кими относительно значений псевдометрики

ρ(Ai, Aj) =

∥

∥

∥

∥

Ai

‖Ai‖
−

Aj

‖Aj‖

∥

∥

∥

∥

, i = 1, 2, . . . , ma (22)

целевыми функциями имеют близкие оптимальные базисы. Одно допустимое базисное реше-
ние может оказаться оптимальным сразу для нескольких целевых функций. Эффективную
последовательность решения задач дает решение задачи коммивояжера в полном графе с
множеством вершин IA = {Ai : i = 1, 2, . . . , ma} и весовой функцией ρ(∗, ∗) на множе-
стве ребер. Для задачи коммивояжера известно множество эффективных приближенных
алгоритмов , в том числе алгоритмы автора статьи [14, 15].

Изложенное выше дает основания считать разумным решение всего семейства задач с
использованием общей симплекс-таблицы и применением распараллеливания по ее столбцам
на число блоков, равное числу возможных процессов N .

В работе [13] приведен эффективный способ декомпозиции, в соответствии с которым все
столбцы симплекс-таблицы, за исключением левого столбца, делятся в равных пропорциях
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Таблица

Декомпозиция симплекс-таблицы по процессорам

Процесс K = 1, 2, 3, . . . , N

T 1
00 T 1

0 ⌈
(K−1)n

N
⌉+1

T 1
0 ⌈

(K−1)n
N

⌉+2
· · · T 1

0 ⌈Kn

N
⌉

T 2
00 T 2

0 ⌈
(K−1)n

N
⌉+1

T 2
0 ⌈

(K−1)n
N

⌉+2
· · · T 2

0 ⌈Kn

N
⌉

...
...

...
. . .

...
Tma

00 Tma

0 ⌈
(K−1)n

N
⌉+1

Tma

0 ⌈
(K−1)n

N
⌉+2

· · · Tma

0 ⌈Kn

N
⌉

T10 = XB1 T1⌈
(K−1)n

N
⌉+1

T1⌈
(K−1)n

N
⌉+2

· · · T1⌈Kn

N
⌉

T20 = XB2 T2⌈
(K−1)n

N
⌉+1

T2⌈
(K−1)n

N
⌉+2

· · · T2⌈Kn

N
⌉

...
...

...
. . .

...
Tm0 = XBm Tm⌈

(K−1)n
N

⌉+1
Tm⌈

(K−1)n
N

⌉+2
· · · Tm⌈Kn

N
⌉

между N процессами, левый столбец, т.е. вектор значений базисных переменных, и вектор
значений целевых функций на нем рассылаются всем процессам и обрабатываются ими
независимо.

Пример разбиения симплекс-таблицы T на блоки T (K), K = 1, 2, . . . , N представлен
в таблице. В верхнем блоке осуществляется преобразование целевых функций, т.е. строк
Ai, i = 1, 2, . . . , ma в соответствии с симплекс-методом, а в нижнем блоке – преобразование
ограничений, т.е. строк Bi, i = 1, 2, . . . , mb.

Приведенный ниже алгоритм MVal находит вектор значений

max
y: By≤b

Aiy, i = 1, 2, . . . , ma + C2
ma

,

используя прямой симплекс-метод.

А л г о р и т м MVal

• Исходные данные :

– матрицы A[(ma + C2
ma

) × n], B[mb × n], b[mb];

– линейный порядок L на множестве IA строк матрицы A, представляющий некото-
рое субоптимальное решение задачи коммивояжера в полном графе с множеством
вершин IA и весовой функцией ρ(∗, ∗) на множестве ребер, L(Ai) – следующее за
Ai ребро в цикле L;

– распределение T (K), K = 1, 2, . . . N – по процессорам столбцов симплекс-
таблицы для всего множества задач IA.

• Ре з ул ь та т : множество result =
{(

S[i] = Ai,V[i] = max
y: By≤b

Aiy,Y[i] = arg max
y: By≤b

Aiy

)

: i = 1, 2, . . . , ma + C2
ma

}

.

• Шаг 1. [Инициализация] Каждому процессу K = 1, 2, . . . N положить

– result = ∅, номер итерации k = 0;

– (k)T (K) – блок столбцов начальной симплекс-таблицы процесса K для всего мно-
жества задач IA, At = min{Ai ∈ L} – текущая задача.
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• Шаг 2. [k-я итерация симплекс-метода]

– Каждому процессу K = 1, 2, . . . N проверить выполнение условия оптимальности
текущего допустимого базисного решения y для каждой целевой функции Ai ∈
Ia. Для функций Ai ∈ Ia, таких, что во всех процессах K = 1, 2, . . . N выполнено
условие оптимальности положить result = result∪{(Ai, Aiy, y)}, Ia = Ia \{Ai}.
Если At /∈ IA, то перейти на Шаг 3.

– Определить ведущий процесс [13] для целевой функции At, найти вводимую в
базис и выводимую из базиса переменные.

– Если выводимая из базиса переменная найдена, то положить k = k + 1, каж-
дому процессу K = 1, 2, . . . , N вычислить модифицированную симплекс-таблицу
(k)T (K) и повторить выполнение Шага 2. Иначе положить Ia = Ia \ {Ai} и
перейти на Шаг 3.

• Шаг 3. [Выбор следующей текущей целевой функции]

– Пока IA 6= ∅, полагать At = L(At) и выполнять Шаг2. Иначе перейти на Шаг4

• Шаг 4. Останов, множество result содержит все тройки
(

Ai, max
y: By≤b

Aiy, arg max
y: By≤b

Aiy

)

,

где Ai – строка, определяющая ограниченную на множестве {y : By ≤ b} функцию
Aiy, i = 1, 2, . . . , ma + C2

ma
.

• Конец алгоритма MVal.

Из описания алгоритма видно, что в основном все его процессы выполняются незави-
симо. Межпроцессный обмен требуется только на шаге 2 при сводке результатов проверки
выполнения условия оптимальности, выборе ведущего процесса и рассылки номера ведущей
строки. Результативность алгоритма MVal очевидна.

Система ограничений (10) для представления множества S с матрицами A, Ã, B, B̃,
как правило, оказывается избыточной, т.е. содержит одинаковые ограничения и ограни-
чения, являющиеся следствием других. Известные подходы к свертыванию систем лней-
ных неравенств (например, [9 – 12, 16]) имеют экспоненциальную сложность. В тоже вре-
мя очевидно, что минимальным по мощности множеством неравенств для описания поли-
эдра X = {xR

n : Ax ≤ a} является множество фасетных неравенств [17] Ai∗x ≤ ai :
dim (X ∩ {x : Ai∗x ≤ ai}) = dim (X) − 1.

Очевидно, что фасетное неравенство Ai∗x ≤ ai является опорным к множеству X, т.е.
maxx∈X Aix = ai, причем свойство опорности устойчиво относительно возмущений пара-
метра ai. Найти фасетные неравенства полиэдра X = {x ∈ R

n : Ax ≤ a} можно применив
постоптимизационный анализ к результатам алгоритма MVal(A, A, a, LA). Приведенный
ниже алгоритм RMSum решает проблему нахождения фасетного представления Cx ≤ c
суммы по Минковскому полиэдров Ax ≤ a и Bx ≤ b.

А л г о р и т м RMSum

• Исходные данные : матрицы A[ma × n], B[mb × n], a[ma], b[mb].

• Ре з ул ь та т : матрицы C[mc × n], c[mc] :

{x ∈ R
n : Cx ≤ c} = {x ∈ R

n : Ax ≤ a} + {x ∈ R
n : Bx ≤ b} .
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• Шаг 1. [Инициализация]

Ã =
{

Ãi(ma−1)+j, ∗ = Ai ∗ + Aj ∗ : i = 1, 2, . . . , ma − 1, j = i + 1, i + 2, . . . , ma

}

,

ã =
{

ãi(ma−1)+j, ∗ = ai ∗ + aj ∗ : i = 1, 2, . . . , ma − 1, j = i + 1, i + 2, . . . , ma

}

,

B̃ =
{

B̃i(mb−1)+j, ∗ = Bi ∗ + Bj ∗ : i = 1, 2, . . . , mb − 1, j = i + 1, i + 2, . . . , mb

}

,

b̃ =
{

b̃i(mb−1)+j, ∗ = bi ∗ + bj ∗ : i = 1, 2, . . . , mb − 1, j = i + 1, i + 2, . . . , mb

}

.

Ā =

(

A

Ã

)

, B̄ =

(

B

B̃

)

.

• Шаг 2. [Упорядочение] Пусть LA и LB – линейные порядки на множествах строк
матриц Ā и B̄ соответственно, представляющие некоторое субоптимальные решения
задач коммивояжера на полных графах с множеством вершин Ā и B̄ и весовой функ-
цией ρ(∗, ∗).

• Шаг 3. [Вычисление границ]

CA = MVal
(

Ā, B, b, LA

)

.result; CB = MVal
(

B̄, A, a, LB

)

.result.

• Шаг 4. [Формирование избыточной системы Cx ≤ c ]

C = (CA).S ∪ (CB).S, c = (CA).V ∪ (CB).S.

• Шаг 5. [Нормировка, лексикографическая сортировка и предварительная отбраков-
ка неравенств избыточной системы] (C, c) = clear(C, c).

• Шаг 6. [Упорядочение] Пусть LC – линейный порядок на множествах строк матри-
цы C, представляющие некоторое субоптимальные решения задачи коммивояжера на
полном графе на строках матрицы C с весовой функцией на ребрах ρ(∗, ∗).

• Шаг 7. [Вычисление эффективных границ]

C̃ = MVal (C, C, c, LC) .result.

• Шаг 8. [Окончательная чистка системы неравенств] (C, c) = final_clear(C, c).

• Шаг 9. Останов, (Cx ≤ c) – фасетное представление суммы по Минковскому поли-
эдров Ax ≤ a и Bx ≤ b.

• Конец алгоритма RMSum.

На Шаге 5 решается проблема очистки от неравенств с одинаковой левой частью. Оче-
видно, что данная задача может быть решена с помощью лексикографической сортировки
отнормированных неравенств.

На Шаге 8 решается проблема удаления нефасетных неравенств. Такими являются
все неопорные неравенства Ci∗x ≤ ci, у которых ci > (C̃).V [i] = maxCx≤c Cix, а также
неравенства со свойством опорности неустойчивым относительно возмущений параметра ai.
Второй признак легко выявить зная, (C̃).Y [i] = arg maxCx≤c Cix.

Результативность алгоритма очевидна.
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3. Заключение

Способ задания информационных множеств системами линейных неравенств (т.е. без
использования метода двойного описания [5]) позволяет реализовать полиномиальные алго-
ритмы построения представления их суммы с наименьшим числом неравенств. Предложен-
ный в работе алгоритм RMSum решает данную задачу. При выполнении алгоритма необхо-
димо решение O(m2) (m – число неравенств в представлении информационных множеств)
задач линейного программирования с одинаковым допустимым множеством. Предложен-
ный в работе алгоритм MVal дает решение всего семейства задач с использованием общей
симплекс-таблицы и применением распараллеливания по ее столбцам на число блоков рав-
ное числу возможных процессов N . Это существенно снижает требуемые вычислительные
ресурсы по сравнению с приминением тривиального распараллеливания по задачам.

Выражаю искреннюю признательность В.И. Ширяеву, обратившему внимание автора
на актуальность рассмотренных в статье проблем.
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The Linear Inequalities Set Representation of Minkovski’s Sum
for Two Polyhedrons

A.V. Panyukov, South Ural State University (Chelyabinsk, Russian Federation)

A convex polyhedron is represented as a set of the linear inequalities solutions.

Minkowski’s sum of two convex polyhedrons X,Y ⊂ R
n is polyhedron as well is represented

as a set of the linear inequalities solutions. Polynomial algorithm of solving this problem

based of forming number of extra inequalities in the summands representation and them

translation to resultant representation is presented in the paper. Usage of parallel and

distributed computation for effective algorithm Implementation is suggested.

Keywords: polyhedron, Minkowski’s sum set, linear inequalities set, linear programming.
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