
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÓÄÊ 517.946Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ò�ÅÒÜÅ�ÎÏÎ�ßÄÊÀ Ñ ÌÅÍßÞÙÈÌÑß ÍÀÏ�ÀÂËÅÍÈÅÌÂ�ÅÌÅÍÈÂ.È. Àíòèïèí, Ñ.Â. ÏîïîâÊðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîý��è-öèåíòû êîòîðûõ â ãëàâíîé ÷àñòè ìåíÿþò çíàê, âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà-÷àõ, â ÷àñòíîñòè, â �èçèêå, ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ ðàññåèâàíèÿ è ïåðåíîñà, â ãåîìåò-ðèè è ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêå, ãèäðîäèíàìèêå, à òàêæå ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ. �àáî-òà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíå-íèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè sgn x uttt + uxx = f(x, t) è
sgnx ut−uxxx = f(x, t). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâî-âàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìàÂèøèêà � Ëàêñà � Ìèëüãðàìà è ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðàåâàÿ çàäà÷à, óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íà-ïðàâëåíèåì âðåìåíè, îáîáùåííûå ðåøåíèÿ.ÂâåäåíèåÎáùàÿ òåîðèÿ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà áûëà ïîñòðîåíà â ðàáî-òàõ [1℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìèñÿ íàïðàâëåíèÿìè âðåìåíè. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîéðàáîòû áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãîïîðÿäêà êàê ïî âðåìåííîé, òàê è ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííûì.1. Óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíèÏóñòü Ω åñòü êîíå÷íûé èíòåðâàë (−1, 1) îñè Ox, Q åñòü ïðÿìîóãîëüíèê Ω × (0, T ),

0 < T < +∞. Â îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿíàïðàâëåíèåì âðåìåíè
sgn x uttt + uxx = f(x, t). (1)Ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1) ðàññìàòðèâàëèñü âðàáîòàõ [2 � 5℄.�åøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (1) èùåì ïðè âûïîëíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u(x, 0) = u(x, T ) = 0, x ∈ Ω,
ut(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1),
ut(x, T ) = uT (x), x ∈ (−1, 0)

(2)è îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé
u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (3)Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 19



Ââåäåì îáîçíà÷åíèå (u, v) =
∫

Ω

uv̄ dx � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω). Ïîä îáîáùåí-íûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) ïîíèìàåì �óíêöèþ u(x, t) òàêóþ, ÷òî u ∈
◦

W 1
2(Q) èâûïîëíåíî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

T
∫

0

[(ut, sgn x vtt) − (ux, vx)] dt +
1
∫

0

u0(x)vt(x, 0) dx+

+
0
∫

−1

uT (x)vt(x, T ) dx =
T
∫

0

(f(x, t), v) dt

(4)äëÿ ëþáîé �óíêöèè v(x, t) ∈
◦

W 1
2(Q) òàêîé, ÷òî vtt ∈ L2(Q) è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

vt(x, T ) = 0, 0 < x < 1, vt(x, 0) = 0, −1 < x < 0. (5)Îáîçíà÷èì ÷åðåç H1 ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé v(x, t) ∈
◦

W 1
2(Q) òàêèõ, ÷òî

vtt ∈ L2(Q). Â êà÷åñòâå íîðìû â H1 âîçüìåì âåëè÷èíó
‖u‖H1

= (‖u‖2
◦

W 1

2
(Q)

+ ‖utt‖2
L2(Q))

1/2.Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x, t) ∈ L2(0, T ; W
−1
2 (Ω)), u0(x), uT (x) ∈ L2(Ω). Òîãäà êðàåâàÿçàäà÷à (1) − (3) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈

◦
W 1

2(Q).Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ε > 0 ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè �óíêöèþ
u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Lε u ≡ −εuε
tttt + sgn x uε

ttt + uε
xx = f(x, t) (6)è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3) è

uε(x, 0) = uε(x, T ) = 0, uε
t (x, 0) = u0(x), uε

t (x, T ) = uT (x), x ∈ Ω. (7)Â ïðîñòðàíñòâå H1 ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ áèëèíåéíóþ �îðìó
aε(u

ε, v) ≡
T
∫

0

[ε(uε
tt, vtt) − (uε

t , sgn x vtt) + (uε
x, vx)] dt+

+
1
∫

0

uε
t (x, T )vt(x, T ) dx +

0
∫

−1

uε
t (x, 0)vt(x, 0) dx

(8)è çàäà÷ó î íàõîæäåíèè �óíêöèè uε ∈ H1 :

aε(u
ε, v) =

1
∫

0

u0(x)vt(x, 0) dx +

0
∫

−1

uT (x)vt(x, T ) dx −
T

∫

0

(f(x, t), v) dt, v ∈ H1. (9)Èç òîæäåñòâà (8) ïîëó÷èì
|aε(u

ε, v)| ≤ c1‖u‖H1
‖v‖H1

,ãäå c1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ðàâåíñòâå (9) âîçüìåì v = uε è, ïðèìåíÿÿ èíòåãðè-ðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó
aε(u

ε, uε) ≥
T
∫

0

∫

Ω

[ε(uε
tt)

2 + (uε
x)2] dxdt + 1

2

1
∫

−1

[uε
t (x, T )]2 dx + 1

2

1
∫

−1

[uε
t (x, 0)]2 dx, (10)20 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
|aε(u

ε, uε)| ≥ c2‖uε‖2
H1

,ãäå c2 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùàÿ îò ε. Îòñþäà, èç òåîðåìûÂèøèêà-Ëàêñà-Ìèëüãðàìà (ñì, íàïðèìåð, [6℄) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x, t) ∈
L2(0, T ; W

−1
2 (Ω)) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé uε ∈ H1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî(9). Ïóñòü uε ∈ H1 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (9), âîçüìåì v = uε è, ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèåïî ÷àñòÿì, íåðàâåíñòâî Êîøè â ïðàâîé ÷àñòè, ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó
T
∫

0

∫

Ω

[ε(uε
tt)

2 + (1 − δ)(uε
x)2] dxdt + 1

2

1
∫

−1

[uε
t (x, T )]2 dx + 1

2

1
∫

−1

[uε
t (x, 0)]2 dx ≤

≤ c3(δ)

(

‖f(x, t)‖2
L2(0,T ;W

−1

2
(Ω))

+ ‖u0‖2
L2(0, 1) + ‖uT ‖2

L2(−1, 0)

)

,

(11)ãäå c3(δ) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε è 0 < δ < 1.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè äëÿ uε
t áåðåì â êà÷åñòâå �óíêöèè v â ðàâåíñòâå (9)�óíêöèþ âèäà v = eγtuε, ãäå çíàê ïîñòîÿííîé γ ïîäáåðåì ïîçæå.Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

T
∫

0

∫

Ω

eγt[ε(uε
tt)

2 − (γ sgnx + 2εγ2)(uε
t )

2 + 1
2(γ3 sgnx + εγ4)(uε)2 + (uε

x)2] dxdt+

+εγ
1
∫

−1

[eγT u2
T (x) − u2

0(x)] dx + 1
2

1
∫

0

[eγT u2
T (x) − u2

0(x)] dx−

−1
2

0
∫

−1

[eγT u2
T (x) − u2

0(x)] dx = −
T
∫

0

(f(x, t), eγtuε) dt.

(12)
Ñ÷èòàÿ γ = sgn x è 0 < ε < 1

2 , ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè â ïðàâîé ÷àñòè, 
 ó÷åòîìíåðàâåíñòâà (11), îêîí÷àòåëüíî ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó
ε‖uε

tt‖2
L2(Q) + (1 − 2ε)‖uε

t‖2
L2(Q) + ‖uε

x‖2
L2(Q)+

+1
2(1 − 2ε)

[

1
∫

0

u2
T (x) dx + eT

0
∫

−1

u2
0(x) dx

]

≤

≤ c4

(

‖f(x, t)‖2
L2(0,T ; W

−1

2
(Ω))

+ ‖u0‖2
L2(0, 1) + ‖uT ‖2

L2(−1, 0)

)

,

(13)ãäå c4 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε.Èç îöåíîê (11), (13) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un = uεn , ñõîäÿùàÿñÿïðè n → ∞ ê �óíêöèè u(x, t), ïðè ýòîì �óíêöèè un, unx, unt, untt → u, ux, ut, utt ñëàáî â
L2(Q) ñîîòâåòñòâåííî (u ∈

◦
W 1

2(Q)), unt(x, 0) → ũ0 ∈ L2(−1, 1), unt(x, T ) → ũT ∈ L2(−1, 1)ñëàáî â L2(−1, 1). Êðîìå òîãî,
∣

∣

∣

∣

ε

T
∫

0

(untt, vtt) dt

∣

∣

∣

∣

≤
√

ε‖untt‖L2(Q) ·
√

ε‖vtt‖L2(Q) → 0ïðè ε → 0.Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 21



Èñïîëüçóÿ ýòè ñõîäèìîñòè, ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó â (9) è ïîëó÷àåì, ÷òî (9) âûïîëíåíîäëÿ ïðåäåëüíîé �óíêöèè u è âñåõ v ∈ H1. Èìååì
0
∫

−1

(uT − ut(x, T ))vt(x, T ) dx +
1
∫

0

ut(x, T )vt(x, T ) dx−

−
0
∫

−1

ut(x, 0)vt(x, 0) dx +
1
∫

0

(u0 − ut(x, 0))vt(x, 0) dx = 0.

(14)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ut(x, T ) = uT (x) ∈ L2(−1, 0), x < 0;

ut(x, T ) = 0, x > 0;

ut(x, 0) = u0(x) ∈ L2(0, 1), x > 0;

ut(x, 0) = 0, x < 0.Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)− (3) âñìûñëå èíòåãðàëüíîãî ðàâåíñòâà (3). Òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1. �ëàäêîñòü ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(3) âïëîòü äî ãðàíèöû íå èìååò ìåñòà, äà-æå åñëè âñå âõîäíûå äàííûå çàäà÷è áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû. Íàõîæäåíèå óñëîâèéðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)�(3) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ÷åðåç �óíäà-ìåíòàëüíûå è ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ Ë. Êàòòàáðèãà [7℄.2. Óðàâíåíèå ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìèÂ îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåìâðåìåíè
sgn x ut − uxxx = f(x, t). (15)�åøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (15) èùåì ïðè âûïîëíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1), u(x, T ) = uT (x), x ∈ (−1, 0) (16)è îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé
u(−1, t) = ux(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (17)Â ðàáîòå [8℄ ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (15) ñâîäèòñÿê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèéîäíîçíà÷íî è áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó ïåðâîãî àâòîðà [9℄.Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (15)−(17) ïîíèìàåì �óíêöèþ u(x, t) òàêóþ,÷òî u ∈ L2(0, T ;

◦
W 1

2(−1, 1)), ut ∈ L2(Q) è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
−

T
∫

0

[(u, sgnxvt) + (ux, vxx)] dt =

=
T
∫

0

(f(x, t)v) dt +
0
∫

−1

uT (x) v(x, T )dx +
1
∫

0

u0(x)v(x, 0)dx

(18)äëÿ ëþáîé �óíêöèè v(x, t) ∈ L2(0, T ; W 2
2 (−1, 1)) òàêîé, ÷òî vt ∈ L2(Q) è óäîâëåòâîðÿþùåéóñëîâèÿì

v(−1, t) = v(1, t) = 0, vx(1, t) = 0
v(x, T ) = 0, 0 < x < 1, v(x, 0) = 0, −1 < x < 0.

(19)22 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



Îáîçíà÷èì ÷åðåç H2 ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé v(x, t) ∈ L2(0, T ;
◦

W 1
2(−1, 1) ∩

W 2
2 (−1, 1)) òàêèõ, ÷òî vt ∈ L2(Q) è vx(1, t) = 0. Â êà÷åñòâå íîðìû â H2 âîçüìåì âåëè÷èíó

‖u‖H2
= (‖u‖2

L2(0,T ;W 2

2
(−1,1)) + ‖ut‖2

L2(Q))
1/2.Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x, t) ∈ L2(0, T ; W

−1
2 (Ω)), u0(x), uT (x) ∈ L2(Ω). Òîãäà êðàåâàÿçàäà÷à (15) − (17) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ L2(0, T ;

◦
W 1

2(−1, 1)).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîñòðàíñòâå H2 ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ áèëèíåéíóþ �îðìó
aε(u, v) ≡

1
∫

0

u(x, T )eγ(x+1)v(x, T ) dx +
0
∫

−1

u(x, 0)v(x, 0)eγ(x+1) dx−

−
∫

Q

eγ(x+1) sgn x uvt dxdt + ε
∫

Q

utvt dxdt−

−
∫

Q

ux(x, t)(eγ(x+1)v(x, t))xx dxdt + ε
∫

Q

uxx(x, t)vxx(x, t) dxdt (ε > 0)

(20)è çàäà÷ó î íàõîæäåíèè �óíêöèè uε ∈ H2 :

aε(u
ε, v) =

∫

Q

eγ(x+1)f(x, t)v(x, t) dxdt+

+
0
∫

−1

eγ(x+1)uT (x) v(x, T ) dx +
1
∫

0

eγ(x+1)u0(x)v(x, 0) dx
(21)äëÿ âñåõ v ∈ H2. Âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð γ áóäåò âûáðàí ïîçæå.Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

|aε(u
ε, uε)| ≥ c1‖uε‖2

H2
. (22)Â ñàìîì äåëå, âíà÷àëå äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî. Âûáåðåì γ < 0òàêîå, ÷òî e2|γ| ≤ 2. Îòêóäà èìååì

1
∫

−1

eγ(x+1)u2 dx ≤
1

∫

−1

u2 dx. (23)Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
1

∫

−1

u2 dx ≤ 4

1
∫

−1

u2
x dx ≤ 8

1
∫

−1

eγ(x+1)u2
x dx (24)äëÿ âñåõ u ∈ W 1

2 (−1, 1) òàêèõ, ÷òî u(−1) = u(1) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå íåðàâåíñòâîäîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Èìååì
∫ 1

−1
u2 dx = u2x|1−1 −

∫ 1

−1
2uuxxdx,îòêóäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà uux ≤ (1/4)u2 + u2

x ïðè |x| ≤ 1, ïîëó÷èì
∫ 1

−1
u2 dx ≤ 2

∫ 1

−1
|uux| |x|dx ≤ (1/2)

∫ 1

−1
u2dx + 2

∫ 1

−1
u2

xdx.Èñïîëüçóÿ (24), èç íåðàâåíñòâà (23) ïîëó÷èì
∫ 1

−1
eγ(x+1)u2 dx ≤ 8

∫ 1

−1
eγ(x+1)u2
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Äàëåå, ðàññìîòðèì èíòåãðàë
I = −

∫

Q

ux(eγ(x+1)u)xx dxdt, u ∈ H2. (26)Èíòåãðèðóÿ (26) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì, ÷òî
I = −γ

2

∫

Q
(3u2

x − γ2u2)eγ(x+1) dQ.Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (25), ïîëó÷èì, ÷òî
I ≥ −γ

2

∫

Q
u2

x(3 − 8γ2)eγ(x+1) dQ.Âûáèðàÿ òåïåðü γ < 0 òàê, ÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà
(3 − 8γ2) ≥ 1, e2γ ≤ 2, (27)÷òî âîçìîæíî ïðè ìàëûõ îòðèöàòåëüíûõ γ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
I ≥ −γ

2

∫

Q
u2

xeγ(x+1) dQ,êîòîðîå â ñèëó (25) òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
I ≥ − γ

16

∫

Q
(u2

x + u2)eγ(x+1) dQ, u ∈ H2. (28)Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàìåòð γ çà�èêñèðîâàí è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (26). Âîçü-ìåì â (21) v = uε. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì
∫

Q

eγ(x+1) sgn x uεuε
t dxdt = (1/2)

1
∫

−1

eγ(x+1) sgn x (uε)2|T0 dx =

= (1/2)
1
∫

−1

eγ(x+1) sgn x ((uε)2(x, T ) − (uε)2(x, 0)) dx =

= (1/2)
1
∫

0

eγ(x+1) ((uε)2(x, T ) − (uε)2(x, 0)) dx−

−(1/2)
0
∫

−1

eγ(x+1) ((uε)2(x, T ) − (uε)2(x, 0)) dx,

(29)
èñïîëüçóÿ (28), èìååì24 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



1
∫

0

(uε)2(x, T )eγ(x+1) dx +
0
∫

−1

(uε)2(x, 0)eγ(x+1) dx −
∫

Q

eγ(x+1) sgnx uεuε
t dxdt+

+ε
∫

Q

(uε)2t dxdt −
∫

Q

uε
x(eγ(x+1)uε)xx dxdt + ε

∫

Q

(uε)2xx dxdt ≥

≥
1
∫

0

(uε)2(x, T )eγ(x+1) dx +
0
∫

−1

(uε)2(x, 0)eγ(x+1) dx−

−(1/2)
1
∫

0

eγ(x+1) ((uε)2(x, T ) − (uε)2(x, 0)) dx+

+(1/2)
0
∫

−1

eγ(x+1) ((uε)2(x, T ) − (uε)2(x, 0)) dx+

+ε
∫

Q

(uε)2t dxdt −
∫

Q

uε
x(eγ(x+1)uε)xx dxdt−

−(γ/16)
∫

Q

((uε)2x + (uε)2)eγ(x+1) dxdt + ε
∫

Q

(uε)2xx dxdt =

= (1/2)
1
∫

−1

(uε)2(x, T )eγ(x+1) dx + (1/2)
1
∫

−1

(uε)2(x, 0)eγ(x+1) dx+

+ε
∫

Q

(uε)2t dxdt − (γ/16)
∫

Q

((uε)2x + (uε)2)eγ(x+1) dxdt + ε
∫

Q

(uε)2xx dxdt,

(30)
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

1
∫

−1

(uε)2(x, T )eγ(x+1)dx +
1
∫

−1

(uε)2(x, 0)eγ(x+1) dx+

+ε
∫

Q

((uε
t )

2 + (uε
xx)2) dxdt +

∫

Q((uε
x)2 + (uε)2)eγ(x+1) dQ ≤

≤ c(|
∫

Q

eγ(x+1)f(x, t)v(x, t) dxdt +
1
∫

−1

eγ(x+1)uT (x) v(x, T )dx+

1
∫

−1

eγ(x+1)u0(x)v(x, 0)dx|) = c|a(uε, uε)|,

(31)
ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì

∫

Q

eγ(x+1)f(x, t)v(x, t) dxdt +
0
∫

−1

eγ(x+1)uT (x) v(x, T )dx +
1
∫

0

eγ(x+1)u0(x)v(x, 0)dx ≤

≤ ε1

∫

Q

eγ(x+1)(uε(x, t))2 dxdt + Cε1

∫

Q

(f(x, t))2 dxdt+

+ε2

0
∫

−1

eγ(x+1)(uε(x, T ))2 dxdt + Cε2

0
∫

−1

(uT (x, t))2 dxdt+

+ε3

1
∫

0

eγ(x+1)(uε(x, 0))2 dxdt + Cε3

1
∫

0

(u0(x))2 dxdt.

(32)
Òîãäà èç (31) ïîëó÷èì

1
∫

−1

(uε)2(x, T )eγ(x+1)dx +
1
∫

−1

(uε)2(x, 0)eγ(x+1) dx+

+ε
∫

Q

((uε
t )

2 + (uε
xx)2) dxdt +

∫

Q((uε
x)2 + (uε)2)eγ(x+1) dQ ≤

≤ c1(‖f(x, t)‖2
L2(0,T ;W−1

2
(−1,1))

+ ‖uT ‖2
L2(−1,0) + ‖u0‖2

L2(0,1)),
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ãäå ïîñòîÿííàÿ c1 íå çàâèñèò îò ε. Â ÷àñòíîñòè, èç (31) ïîëó÷èì
|a(uε, uε)| ≥ δ0‖uε‖2

H2
, (34)ãäå ïîñòîÿííàÿ δ0, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε. Ýòà îöåíêà è òåîðåìà Âèøèêà-Ëàêñà-Ìèëüãðàìà [6℄ ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè uε òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî (21)äëÿ âñåõ v ∈ H2. Ôóíêöèÿ uε óäîâëåòâîðÿåò àïðèîðíîé îöåíêå (33).Èç îöåíêè (33) âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk = uεk òàêàÿ, ÷òî

uk, ukx → u, ux ñëàáî â L2(Q) ñîîòâåòñòâåííî (u ∈ L2(0, T ;
◦

W 1
2(Ω)), uk(x, 0) → ũ0 ∈ L2(−1, 1),

uk(x, T ) → ũT ∈ L2(−1, 1) ñëàáî â L2(−1, 1). Êðîìå òîãî,
∣

∣

∣

∣

ε

T
∫

0

(ukxx, vxx) dt

∣

∣

∣

∣

≤
√

ε‖ukxx‖L2(Q) ·
√

ε‖vxx‖L2(Q) → 0ïðè ε → 0,
∣

∣

∣

∣

ε

T
∫

0

(ut, vt) dt

∣

∣

∣

∣

≤
√

ε‖ukt‖L2(Q) ·
√

ε‖vt‖L2(Q) → 0ïðè ε → 0.Èñïîëüçóÿ ýòè ñõîäèìîñòè, ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó â (21) è ïîëó÷àåì, ÷òî (21) âûïîëíåíîäëÿ ïðåäåëüíîé �óíêöèè u è âñåõ v ∈ H2. Äàëåå ïîëó÷èì
0
∫

−1

eγ(x+1) (uT − u(x, T ))v(x, T ) dx +
1
∫

0

eγ(x+1)u(x, T )v(x, T ) dx−

−
0
∫

−1

eγ(x+1)u(x, 0)v(x, 0) dx +
1
∫

0

eγ(x+1)(u0 − u(x, 0)) dx = 0.

(35)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
u(x, T ) = uT (x) ∈ L2(−1, 0), x < 0;

u(x, T ) = 0, x > 0;

u(x, 0) = u0(x) ∈ L2(0, 1), x > 0;

u(x, 0) = 0, x < 0.Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (15)− (17)â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî ðàâåíñòâà (18). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 2. �ëàäêîñòü ðåøåíèé çàäà÷è (15)�(17) âïëîòü äî ãðàíèöû òàêæå íå èìååòìåñòà, äàæå åñëè âñå âõîäíûå äàííûå çàäà÷è áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû. Îïðåäåëåíèåóñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (15)�(17) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ÷åðåç �óíäàìåíòàëüíûåè ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ Ë. Êàòòàáðèãà [10℄.�àáîòà ïðîâîäèëàñü ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �îññèè â ðàìêàõ ãîñó-äàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà âûïîëíåíèå ÍÈ� íà 2012�2014 ãã. (ïðîåêò �4402, 5562) è ÔÖÏ
≪Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè≫ íà 2009�2013 ãã. (�Ê02.740.11.0609) è ñîãëàøåíèÿ �14.132.21.1350.26 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012
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