
ÓÄÊ 528.088.3ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÎÖÅÍÊÈÑÈÑÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎØÈÁÎÊ ÏÎ ÀÇÈÌÓÒÓÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ �ËÑÄ.À. Áåäèí Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê �ËÑ ïî àçèìóòó â ñëó÷àå,êîãäà èìååòñÿ íåñêîëüêî �ËÑ, îäíîâðåìåííî íàáëþäàþùèõ çà äâèæåíèåì âîçäóøíîãîñóäíà (ÂÑ). Â òàêîé ñèòóàöèè âîçìîæíî âîññòàíîâëåíèå îøèáîê ïî ðåçóëüòàòàì íà-áëþäåíèÿ çà òðàåêòîðèåé â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. �àññìàòðèâàåòñÿíàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà äâèæåíèå ÂÑ áëèçêî ê ïðÿìîëèíåéíîìó ðàâíîìåðíîìóè ïðîèñõîäèò íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì óäàëåíèè îò âñåõ �ËÑ. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíè-ÿõ ðàçóìíîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ ñîîòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ íàáëþäåíèå. Â ðå-çóëüòàòå ïðèõîäèì ê ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê �ËÑ ïî àçèìóòó. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ òî÷-íîñòè îöåíèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñèñòåìû�ËÑ è îáëàñòè íàáëþäåíèÿ, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîëåò ÂÑ. Ïîëó÷åíû íåñëîæíûå èåñòåñòâåííûå óñëîâèÿ íà ìîìåíòû èçìåðåíèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ìàòðèöà êîâà-ðèàöèé îøèáîê îöåíèâàíèÿ ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåííîìâûïîëíåíèÿ óñëîâèé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ óïðîùåííîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ, ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà �ËÑ ïî àçè-ìóòó, òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ, îáîáùåííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.1. ÂâåäåíèåÍåñìîòðÿ íà ðàçâèòèå íîâûõ ìåòîäîâ íàâèãàöèè, â àâèàöèè ãëàâíûì îñòàåòñÿ íàáëþäå-íèå çà âîçäóøíûìè ñóäàìè (ÂÑ) ñ ïîìîùüþ ðàäèîëîêàöèîííûõ ñòàíöèé (�ËÑ). �ËÑ êàêèçìåðèòåëüíûé ïðèáîð èìååò ïîãðåøíîñòè íàáëþäåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñèñòåìàòè÷åñêèå. Íàè-áîëüøèå ïðîáëåìû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ �ËÑ-èí�îðìàöèè äîñòàâëÿåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèá-êà �ËÑ ïî àçèìóòó. Åå îöåíèâàíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé.Â ãðàæäàíñêîé àâèàöèè ïðèìåíÿþòñÿ òðàññîâûå ðàäèîëîêàòîðû, ðàáîòàþùèå íà áîëü-øèõ ðàññòîÿíèÿõ, è îáû÷íûì ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå çà äâèæåíèåì îäíîãî ÂÑ îäíîâðåìåííîíåñêîëüêèìè �ËÑ. Äëÿ ýòèõ �ËÑ âîçìîæíî îöåíèâàíèå ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê ïî àçèìó-òó íà îñíîâå äàííûõ ñîâìåñòíîãî íàáëþäåíèÿ [1℄. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî,÷òî íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè ïî àçèìóòó ó êàæäîé �ËÑ ñâîå.Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîêïî àçèìóòó îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñèñòåìû �ËÑ è íàáëþäàåìîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèèÂÑ. Â ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î äâèæåíèè ÂÑ è óñëîâèÿõ íàáëþäåíèÿ, à òàêæå äëÿðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ òàêàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ðàçíîé. Èññëåäîâàíèåïðîâîäèòñÿ äëÿ ≪ýòàëîííîé≫ çàäà÷è ñ íàèáîëåå ïðîñòîé ñèòóàöèåé íàáëþäåíèÿ, ïðè ýòîìáåðåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ, îïòèìàëüíûé â ñìûñëå ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü îðèåíòèðîì è äëÿäðóãèõ àëãîðèòìîâ, ìèíèìèçèðóþùèõ ýòîò êðèòåðèé.2. Ìîäåëü íàáëþäåíèÿÁóäåì èçîáðàæàòü âñå �ËÑ, äâèæóùååñÿ ÂÑ è îòìåòêè çàìåðîâ íà ïëîñêîñòè Π ≃ R
2.Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè Çåìëè â íåêîòîðîé òî÷êå.Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 29



Âñå îáúåêòû íà ïëîñêîñòè Π ïîëó÷àþòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì (íåêîòîðûì çàäàííûì ñïîñîáîì)íà íåå ïðîñòðàíñòâåííûõ îáúåêòîâ.�àäèîëîêàòîðû â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè èçìåðÿþò äàëüíîñòü äî ÂÑ è àçèìóò(óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà ÂÑ è íàïðàâëåíèåì íà ñåâåð). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â êàæäûéìîìåíò ti èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäèò òîëüêî îäíà �ËÑ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ èçìåðåíèéîáîçíà÷èì ñèìâîëîì n (ò.å. i ìåíÿåòñÿ îò 1 äî n), êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ èçìåðåíèÿ k-é �ËÑ� ñèìâîëîì nk. Ïóñòü m � ÷èñëî âñåõ �ËÑ (k ìåíÿåòñÿ îò 1 äî m). Íîìåð íàáëþäàþùåé�ËÑ çàäàåòñÿ èçâåñòíîé �óíêöèåé îò íîìåðà èçìåðåíèÿ: k = k(i).Îáîçíà÷èì âåêòîð èñòèííîãî ïîëîæåíèÿ ÂÑ íà ïëîñêîñòè Π â ìîìåíò âðåìåíè ti ñèì-âîëîì xi, à îòìåòêó çàìåðà � zi. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòìåòêà çàìåðà îòêëàäûâàåòñÿ íà Π îòòî÷êè ðàäèîëîêàòîðà ïî èçìåðåííîé äàëüíîñòè è àçèìóòó.Â êàæäîé òî÷êå x ïëîñêîñòè Π ââåäåì åäèíè÷íûé âåêòîð er k(x) ∈ R
2 íàïðàâëåíèÿ îò

k-é �ËÑ â äàííóþ òî÷êó. Ýòîò âåêòîð óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ îøèáêè ïî äàëü-íîñòè. Òàêæå ââåäåì âåêòîð eϕ k(x) ∈ R
2, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó er k(x), ïîëó÷àþùèéñÿ èç

er k(x) ïðàâûì ïîâîðîòîì. Òàêîé âåêòîð ñâÿçàí ñ íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ îøèáîê ïî àçèìóòó.�àññòîÿíèå îò òî÷êè x äî k-é �ËÑ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì rk(x).Îøèáêè �ËÑ èìåþò ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó è ñâîéñòâà. Â õîäå ïðîöåññà ðàäèîëîêàöèè(ïåðåäà÷à è ïðèåì ðàäèîâîëí, äåòåêòèðîâàíèå ñèãíàëà) äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà ti âîçíèêàþòîøèáêè èçìåðåíèÿ äàëüíîñòè wr
i è àçèìóòà wϕ

i ñ õîðîøèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè:
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, ∀i, j ∈ 1, n , i 6= j . (1)Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ ïî äàëüíîñòè è àçèìóòó çàâèñÿò îò òîãî, êàêîé ðàäèîëî-êàòîð ïðîèçâîäèò íàáëþäåíèå â ìîìåíò ti.Ñóùåñòâóþò è äðóãèå îøèáêè, îáóñëîâëåííûå èñêàæåíèÿìè ïðè îáðàáîòêå èí�îðìàöèè,ìåõàíè÷åñêèìè ñáîÿìè è èçíîñîì �ËÑ. Îíè óæå íå èìåþò õîðîøèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ.Ñðåäè íèõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èìåþò ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè �ËÑ ïî àçèìóòó λk, k ∈

1, m. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå λ , [λ1 . . . λm]T ∈ R
m.Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå íàáëþäåíèÿ, ñâÿçûâàþùåå èçìåðåíèå ñ èñòèííûìïîëîæåíèåì, çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

zi = xi + er k(i)(xi)wr
i + eϕ k(i)(xi) rk(i)(xi)

(
λk(i) + wϕ

i

)
. (2)Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2) íåëèíåéíî.Åñëè ìû õîòèì ââåñòè ïîíÿòèå òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ âåëè÷èí λk â çàâèñèìîñòè îò âçà-èìíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ÂÑ è âñåõ �ËÑ, ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü íàáëþäåíèÿ çàíåáîëüøèìè ó÷àñòêàìè òðàåêòîðèé ÂÑ, íà êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ rk äî âñåõ �ËÑ è íàïðàâëå-íèÿ er k ≪òî÷êà � �ËÑ≫ (à òàêæå æåñòêî ñ íèìè ñâÿçàííûå âåêòîðû eϕ k) çíà÷èòåëüíî íåèçìåíÿþòñÿ, è, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðîé òî÷êå x∗ ∈ Π. Îáëàñòü âî-êðóã òî÷êè x∗, ãäå âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð,êàê âñå x ∈ Π, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ñ íåêîòîðûìè ìàëûìèêîíñòàíòàìè κ1 è κ2

| rk(x) − rk(x∗)|
rk(x∗)

≤ κ1 , | er k(x) − er k(x∗)| ≤ κ2 , | eϕ k(x) − eϕ k(x∗)| ≤ κ2 , ∀k ∈ 1, m .Â ýòîé îáëàñòè ðàçóìíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ ñ ≪çàìîðîæåííûìè êîý��èöèåíòàìè≫,çà�èêñèðîâàâ çíà÷åíèå àðãóìåíòà x â �óíêöèÿõ er k(x), eϕ k(x), rk(x) è ñäåëàâ åãî ðàâíûì x∗:
zi = xi + er k(x∗)wr

i + eϕ k(i)(x∗) rk(i)(x∗)
(
λk(i) + wϕ

i

)
. (3)30 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



Óðàâíåíèå (3) òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîèçâîäÿ ëèíåàðèçàöèþ ñîîòíîøåíèÿ (2) ïî ïåðå-ìåííûì xi, λ â îêðåñòíîñòè òî÷êè xi = x∗, λ = 0.Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è îöåíèâàíèÿ íåäîñòàòî÷íî çíàòü óðàâíåíèå (2) èëè äàæå (3) �òðåáóåòñÿ çàäàòü çàêîí èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé xi ïî âðåìåíè.�ðàæäàíñêèå ÂÑ íà çíà÷èòåëüíûõ ó÷àñòêàõ ñâîåãî ïîëåòà âûäåðæèâàþò ïðÿìîëèíåéíîåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ãðàæäàíñêèé ñàìîëåò � ìàññèâíûé îáú-åêò. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ìàëîé îáëàñòè íàáëþäåíèÿ è êîðîòêîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèèðàçóìíî ïðåäïîëàãàòü äâèæåíèå íàñòîëüêî áëèçêèì ê ïðÿìîëèíåéíîìó ðàâíîìåðíîìó:
xi = x0 + v0 (ti − t0) , (4)÷òî ïîãðåøíîñòÿìè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â óðàâíåíèè (4) âåëè÷èíû

x0, v0 ∈ R
2 � íåèçâåñòíûå ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü íà íåêîòîðûé çàäàííûé ìîìåíò âðå-ìåíè t0.Ââåäåì âåêòîð-ñòîëáåö θ ∈ R

4, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû x0, v0 ïðÿ-ìîëèíåéíîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ è ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ A(t):
θ =

[
x0

v0

]
, A(t) =

[
1 0 t − t0 0
0 1 0 t − t0

]
.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (4) çàïèøåòñÿ â âèäå

xi = A(ti) θ . (5)Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè Ci k(x), Dk(x) ñëåäóþùèå ìàòðèöû:
Ci k(x) =

[
A(ti)

0
0
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· · · 0
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· · · 0
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4+m

]
, (6)

Dk(x) =

[
er k(x) rk(x)eϕ k(x)

]
.Â ìàòðèöå Ci k(x) â ÷àñòè, ñòîÿùåé ñïðàâà îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(ti), íåíóëåâûì ÿâëÿåòñÿëèøü ñòîëáåö ñ íîìåðîì k + 4 (íîìåðà ñòîëáöîâ ïîäïèñàíû ñíèçó ìàòðèöû).Ââîäÿ âåêòîð-ñòîëáåö âñåõ íåèçâåñòíûõ y ,

[
θT λT

]T è èñïîëüçóÿ ìàòðèöû, óêàçàííûåâûøå, à òàêæå ïðåäïîëîæåíèå î äâèæåíèè â âèäå óðàâíåíèÿ (5), ïîëó÷èì ìàòðè÷íûé âèäóðàâíåíèÿ íàáëþäåíèÿ (3):
zi = Ci k(i)(x∗) y + Dk(i)(x∗)wi . (7)3. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿÇàäà÷à îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî âåêòîðà-ñòîëáöà y ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè �óíêöèè ŷ(çàâèñÿùåé òîëüêî îò èçìåðåíèé {zi}n

i=1), áëèçêîé ê y â çàäàííîì ñìûñëå. Äëÿ ëèíåéíîãîóðàâíåíèÿ íàáëþäåíèÿ (7) ñî ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè wi, óäîâëåòâîðÿþùèìè (1), èçâåñòåíêëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò: ìèíèìóì êðèòåðèÿ
Jy , E

{
‖y − ŷ‖2

}â êëàññå ëèíåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê äîñòèãàåòñÿ íà îöåíêå îáîáùåííîãî ìåòîäà íàè-ìåíüøèõ êâàäðàòîâ [2℄. Ôîðìóëû îöåíêè èìåþò âèä
P−1 =

n∑

i=1

CT

i k(i)

(
Dk(i)Σk(i)D

T

k(i)

)−1

Ci k(i), ŷ = P
n∑

i=1
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i k(i)

(
Dk(i)Σk(i)D

T

k(i)

)−1

zi. (8)Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 31



Ìàòðèöà P ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîâàðèàöèè îøèáîê îöåíèâàíèÿ: P = E {(y − ŷ)(y − ŷ)T} .Â �îðìóëå (8) äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè íå óêàçàíà çàâèñèìîñòü ìàòðèö Ci k, Dk (à êàê ñëåäñòâèå,è P ) îò ïåðåìåííîé x∗. Áóäåì îïóñêàòü ñèìâîë òàêîé çàâèñèìîñòè â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðå÷ü èäåòî çíà÷åíèÿõ ïðè �èêñèðîâàííîì x∗.Èçâåñòíûì �àêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÷àñòü êîîðäèíàò ñòîëáöà y, íàïðèìåð λ, îïòè-ìàëüíî ïðèáëèæàåòñÿ â ñìûñëå ìèíèìóìà êðèòåðèÿ Jλ , E {‖λ − λ̂‖2} ÷àñòüþ λ̂ êîîðäèíàòñòîëáöà ŷ = [θ̂T λ̂T]T . Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è îá îöåíèâàíèè êîíêðåòíîé âåëè÷èíû
λk: êîìïîíåíòà λ̂k ñòîëáöà λ̂ ìèíèìèçèðóåò îòêëîíåíèå îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ λk â ñìûñëåêðèòåðèÿ Jλ k , E {|λk − λ̂k|2} . Òàêæå èçâåñòíà ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè êðèòåðèåâ Jy, Jλ,
Jλ k è ìàòðèöåé êîâàðèàöèè:

Jy = E
{
‖y − ŷ‖2

}
= tr {P} , Jλ = E

{
‖λ − λ̂‖2

}
= tr {Pλ λ} ,

Jλ k = E

{
|λk − λ̂k|2

}
= Pλ λ, k k. (9)Çäåñü Pλ λ = E {(λ − λ̂)(λ − λ̂)T} � áëî÷íàÿ ÷àñòü ìàòðèöû P , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòè λïåðåìåííîé y, à Pλ λ, k k � k-àÿ êîìïîíåíòà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Âîîáùå, â íàøåé çàäà÷å,ñâÿçàííîé ñ îöåíèâàíèåì ÷àñòè êîîðäèíàò, ìàòðèöû P è P−1 óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â áëî÷íîìâèäå:

P =

[
Pθ θ Pθ λ

Pλ θ Pλ λ

]
, P−1 =

[
P̃θ θ P̃θ λ

P̃λ θ P̃λ λ

]
.Ïðè ýòîì äëÿ ïîäìàòðèö ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Pθ λ = PT

λ θ , Pθ θ = PT

θ θ , Pλ λ = PT

λ λ , P̃θ λ = P̃T

λ θ , P̃θ θ = P̃T

θ θ , P̃λ λ = P̃T

λ λ.Ìàòðèöó Pλ λ ìîæíî ïîëó÷èòü, íå îáðàùàÿ ìàòðèöó P−1 öåëèêîì. Èçâåñòíî [2℄ ñîîòíî-øåíèå
Pλ λ = P̃−1

λ λ + P̃−1

λ λ P̃λ θ

(
P̃θ θ − P̃θ λP̃−1

λ λ P̃λ θ

)−1

P̃θ λP̃−1

λ λ . (10)Âûðàæåíèå (10) òàêæå ïîëåçíî è äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðû Pλ λ, ïîñêîëüêó áëîêè P̃θ θ, P̃θ λ,
P̃λ λ ñâÿçàíû ñ áëîêàìè ìàòðèö Ci k, Dk.4. Îöåíèâàíèå â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿÇàäàâøèñü �îðìóëàìè (9) è (10), à òàêæå êîíêðåòíûì âèäîì (6) ìàòðèö Ci k(x∗) è
Dk(x∗), ìîæíî èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êðèòåðèåâ Jλ è Jλ k îò òî÷êè x∗: Jλ = Jλ(x∗),
Jλ k = Jλ k(x∗). Òåì ñàìûì ðåøàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè òî÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãîãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ îáëàñòè íàáëþäåíèÿ è âñåõ �ËÑ. Îäíàêî àíàëèç çàâèñèìîñòèçàòðóäíåí âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ìàòðèöû Ci k(x∗), Dk(x∗) çàâèñÿò íå òîëüêî îò x∗, íî èñóùåñòâåííûì îáðàçîì îò ìîìåíòîâ âðåìåíè èçìåðåíèé ti.Ïåðâîå ñëàãàåìîå P̃−1

λ λ (x∗) â �îðìóëå (10) èìååò ïðîñòîå âûðàæåíèå, íå çàâèñÿùåå îòòî÷êè x∗ è ìîìåíòîâ èçìåðåíèé ti:
P̃−1

λ λ = Σϕ ,




σ2

ϕ 1

n1
0. . .

0
σ2

ϕ m

nm



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Ïîñêîëüêó ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìûå â (10) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìèìàòðèöàìè, ìàòðèöà P̃−1

λ λ (x∗) çàäàåò ≪�îíîâûé≫ óðîâåíü òî÷íîñòè äëÿ âñåõ ïîëîæåíèé x∗,êîòîðûé íåëüçÿ óìåíüøèòü.Çàâèñèìîñòü îò ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ x∗ äëÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõîøèáîê ïî àçèìóòó ïðîÿâëÿåòñÿ â �îðìóëå (10) ÷åðåç âòîðîå ñëàãàåìîå. Â âàæíîì ÷àñò-íîì ñëó÷àå, êîòîðûé èññëåäóåòñÿ íèæå, óäàåòñÿ èçáåæàòü çàâèñèìîñòè îò ìîìåíòîâ ti, è,êàê ñëåäñòâèå, ïðèäàòü óíèâåðñàëüíûé âèä çàâèñèìîñòè êðèòåðèåâ Jλ(x∗) è Jλ k(x∗) îò x∗.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå âòîðîå ñëàãàåìîå.Ââåäåì äëÿ êàæäîé �ËÑ ïîíÿòèå ñðåäíåãî âðåìåíè ñâîèõ èçìåðåíèé (îòíîñèòåëüíî âðå-ìåíè t0):
t̂k ,

1

nk

∑

i∈Ik

(ti − t0) , Ij = {i : 1 ≤ i ≤ n , k(i) = j} .Òàêæå ââåäåì âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü, ñîîòâåòñòâåííî, âòîðûì è öåíòðèðîâàí-íûì âòîðûì ìîìåíòàìè äëÿ âðåìåí èçìåðåíèé k-îé �ËÑ:
q̂k ,

1

nk

∑

i∈Ik

(ti − t0)
2 , qk ,

1

nk

∑

i∈Ik

(
ti − t0 − t̂k

)2
= q̂k − t̂2k .Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíûå ìàòðèöû

Ek =

[
er k(x∗) eϕ k(x∗)

]
, Σ′

k =

[
σr 2

k 0
0 (rk(x∗)σ

ϕ
k )2

]
.Íèæå íå áóäåì îòìå÷àòü çàâèñèìîñòü ìàòðèö è èõ êîìïîíåíòîâ îò àðãóìåíòà x∗. Îòìåòèì,÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

E−1

k = ET

k , Dk Σk DT

k = Ek Σ′
k ET

k ,
(
Dk Σk DT

k

)−1

= Ek Σ′ −1

k ET

k .Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ áëî÷íûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû P−1 èìåþò âèä
P̃λ λ =




n1σ
ϕ−2

1 0. . .
0 nmσϕ−2

m


 , P̃θ θ =




m∑
k=1

Ek Σ′ −1

k ET

k

m∑
k=1

t̂kEk Σ′ −1

k ET

k

m∑
k=1

t̂kEk Σ′ −1

k ET

k

m∑
k=1

q̂kEk Σ′ −1

k ET

k


 ,

P̃θ λ =


 n1σ

ϕ−2

1 r−1

1

[
eϕ 1

]

t̂1

[
eϕ 1

] · · · nmσϕ−2

m r−1
m

[
eϕ m

]

t̂m

[
eϕ m

]


 .Äëÿ àíàëèçà âûðàæåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè äåòàëüíîì ðàññìîòðåíèè ýòèõ áëî÷íûõìàòðèö, ïîëåçíî îïðåäåëèòü ≪ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ≫ S(t):

S(t) =




1 0 t 0
0 1 0 t
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,êîòîðàÿ áóäåò â äàëüíåéøåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ.Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 33



Âû÷èñëèì ýëåìåíòû âòîðîãî ñëàãàåìîãî â �îðìóëå (10):
Q = P̃θ λP̃−1

λ λ =


 r−1

1




eϕ 1

t̂1eϕ 1


 · · · r−1

m




eϕ m

t̂meϕ m





 = (11)

=


 r−1

1 S(t̂1)
T


 eϕ 1

0


 · · · r−1

m S(t̂m)T


 eϕ m

0




 ,

R = P̃θ θ − P̃θ λP̃−1

λ λ P̃λ θ = (12)
=

m∑

k=1

S(t̂k)
T




nkσ
r−1

k er ke
T

r k O

O nkqkEk Σ′ −1

k ET

k


S(t̂k) =

m∑

k=1

S(t̂k)
T




Ãk O

O qkB̃k


S(t̂k).Ñ ó÷åòîì íîâûõ îáîçíà÷åíèé �îðìóëà (10) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pλ λ = P̃−1

λ λ + QTR−1Q. (13)Âèäíî, ÷òî ìàòðèöà êîâàðèàöèé Pλ λ çàâèñèò îò âðåìåí ti ÷åðåç ïàðàìåòðû t̂k è qk.Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
t̂1 = . . . = t̂m = t̂. (14)Òîãäà â âûðàæåíèè ìàòðèöû Pλ λ îòñóòñòâóþò âðåìåíà èçìåðåíèé ti.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè (14) âûðàæåíèÿ (11) è (12) ïðèîáðåòàþò âèä

Q = S(t̂)T


 r−1

1


 eϕ 1

0


 · · · r−1

m


 eϕ m

0




 = S(t̂)TQ̃ ,

R = S(t̂)T




m∑

k=1




Ãk O

O qkB̃k





S(t̂) = S(t̂)T R̃ S(t̂).Ìàòðèöà S(t̂) îáðàòèìà, è ïîýòîìó âñå ìàòðèöû S(t̂) âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ â îáùåì âûðà-æåíèè QTR−1Q. Âñëåäñòâèå ñïåöè�è÷åñêîãî âèäà ìàòðèöû Q̃ â îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèåîò ìàòðèöû R̃ âõîäèò òîëüêî âåðõíèé ëåâûé áëîê, êîòîðûé ðàâåí∑m

k=1 Ãk è íå ñîäåðæèò âðå-ìåí èçìåðåíèé ti. Êîìïîíåíòû Q̃ òàêæå íå ñîäåðæàò ti. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.Ìàòðèöó Pλ λ, ïîñ÷èòàííóþ ïðè óñëîâèè (14), îáîçíà÷èì ñèìâîëîì P ∗
λ λ:

P ∗
λ λ = P̃−1

λ λ + Q̃TR̃−1Q̃. (15)Óñëîâèå (14) íå òðåáóåò íàëîæåíèÿ êàêèõ-ëèáî ñëîæíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïðîöåññ íà-áëþäåíèÿ, è (â ïðèáëèæåííîì ñìûñëå) âûïîëíÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì, íàïðèìåð, åñëè�ËÑ ïðîèçâîäÿò èçìåðåíèÿ ñ íåêîòîðûì çàäàííûì øàãîì ïî âðåìåíè.Ïðèìåð 1. Ïóñòü k-ÿ �ËÑ ïðîèçâîäèò èçìåðåíèÿ íà ïðîìåæóòêå [0, ϑ] â ìîìåíòû
tjk

= t1k
+ ∆k (jk − 1) + δjk

, jk = 1, nk .34 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



Çäåñü ∆k � øàã íàáëþäåíèÿ k-é �ËÑ, δjk
� ìàëàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîãðåøíîñòü: E {δjk

} = 0,
|δjk

| ≪ ∆k. Â ýòèõ óñëîâèÿõ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
t̂1 ≈ . . . ≈ t̂m ≈ t̂ =

ϑ

2
,

∣∣∣∣E
{
t̂k
}
− ϑ

2

∣∣∣∣ ≤
∆k

2
.5. Àíàëèç ìàòðèöû Pλλ ïðè ïðèáëèæåííîì âûïîëíåíèè (14)Â ýòîé ÷àñòè ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñèòóàöèþ, ïðèâåäåííóþ â ïðèìåðå 1, à èìåííî, ñëó-÷àé ïðèáëèæåííîãî âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (14). Èíòåðåñåí õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ìàòðè-öû Pλ λ îò ìàëûõ âàðèàöèé âåëè÷èí t̂k.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû S(t) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) = S(t2)S(t1) , ∀ t1, t2 ∈ R .Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
t̂k = t̂ + εk , qk = (1 + αk) q , ∀k ∈ 1, m , (16)ãäå εk, αk � íåêîòîðûå ìàëûå ÷èñëà. Òîãäà

Pλ λ = P ∗
λ λ +

m∑

i,j=1

εi√
q

εj√
q
Hij + o

(‖ε‖2

q

)
. (17)Çäåñü Hij � ìàòðèöû, íå çàâèñÿùèå îò εk è ti; ‖ε‖2 =

∑m
k=1 ε2

k � êâàäðàò åâêëèäîâîéíîðìû âåêòîðà-ñòîëáöà, ñîñòàâëåííîãî èç âñåõ εk.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (13) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (11),(12). Êàæäóþ ìàòðèöó S(t̂k) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ S(t̂k) = S(εk)S(t̂ ). Ïîëó÷èìñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
Q = P̃θ λP̃−1

λ λ = S(t̂ )T


 r−1

1 S(ε1)
T


 eϕ 1

0


 · · · r−1

m S(εm)T


 eϕ m

0




 =

= S(t̂ )T


 r−1

1




eϕ 1

ε1eϕ 1


 · · · r−1

m




eϕ m

εmeϕ m





 = S(t̂ )TQε ,

R = P̃θ θ − P̃θ λP̃−1

λ λ P̃λ θ = S(t̂)T





m∑

k=1

S(εk)
T




Ãk O

O qkB̃k


S(εk)





S(t̂) =

= S(t̂)T




m∑
k=1

Ãk

m∑
k=1

εkÃk

m∑
k=1

εkÃk

m∑
k=1

(
qkB̃k + ε2

kÃk

)


S(t̂) = S(t̂)TRεS(t̂) .Ïîñëå ýòîãî �îðìóëà (13) ïðèîáðåòàåò âèä

Pλ λ = P̃−1

λ λ + QT

ε R−1
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ïðàâûé íèæíèé áëîê 2 × 2 ìàòðèöû R−1
ε :

Γ =





m∑

k=1

qkB̃k +
m∑

k=1

ε2

kÃk −
(

m∑

k=1

εkÃk

)(
m∑

k=1

Ãk

)−1
(

m∑

k=1

εkÃk

)


−1

.Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
Γ =

1

q

{
Γ0 + o

(‖ε‖√
q

)}
, Γ0 =

(
m∑

k=1

(1 + αk)B̃k

)−1

. (18)Ìàòðèöà Γ0 íå çàâèñèò îò âåëè÷èí εk è q. Âñå îñòàëüíûå áëîêè ìàòðèöû R−1
ε âûðàæàþòñÿ÷åðåç Γ:

R−1

ε =




(
m∑

k=1

Ãk

)−1

+

(
m∑

k=1

Ãk

)−1
(

m∑
k=1

εkÃk

)
Γ

(
m∑

k=1

εkÃk

)(
m∑

k=1

Ãk

)−1

−
(

m∑
k=1

Ãk

)−1
(

m∑
k=1

εkÃk

)
Γ

− Γ

(
m∑

k=1

εkÃk

)(
m∑

k=1

Ãk

)−1

Γ


 .Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ Pλ λ èìååò âèä

Pλ λ = P̃−1

λ λ + QT

ε R−1

ε Qε = P̃−1

λ λ +




r1e
T

ϕ 1...
rmeT

ϕ m



(

m∑

k=1

Ãk

)−1 [
r1eϕ 1 · · · rmeϕ m

]
+

+




r1e
T

ϕ 1...
rmeT

ϕ m



(

m∑

k=1

Ãk

)−1
(

m∑

k=1

εkÃk

)
Γ

(
m∑

k=1

εkÃk

)(
m∑

k=1

Ãk

)−1 [
r1eϕ 1 · · · rmeϕ m

]
−

−




r1e
T

ϕ 1...
rmeT

ϕ m



(

m∑

k=1

Ãk

)−1
(

m∑

k=1

εkÃk

)
Γ

[
ε1r1eϕ 1 · · · εmrmeϕ m

]
−

−




ε1r1e
T

ϕ 1...
εmrmeT

ϕ m


Γ

(
m∑

k=1

εkÃk

)(
m∑

k=1

Ãk

)−1 [
r1eϕ 1 · · · rmeϕ m

]
+

+




ε1r1e
T

ϕ 1...
εmrmeT

ϕ m


Γ

[
ε1r1eϕ 1 · · · εmrmeϕ m

]
.Êàê âèäíî, â ýòîì âûðàæåíèè îòñóòñòâóþò ÷ëåíû ñ εk â ñòåïåíè 1. ×ëåíû ñ εk â ñòåïåíèâûøå 2 ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðè ðàçëîæåíèè Γ ïî �îðìóëå (18). Òàêæå ïðè ýòîì ðàçëîæåíèèïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü 1/q. Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþò P ∗

λ λ.Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (17) íå òîëüêî ãîâîðèò îá ≪óñòîé÷èâîñòè≫ ìàòðèöû Pλ λ ê ìàëûìâîçìóùåíèÿì â âåëè÷èíàõ t̂k, íî è çàäàåò ìåðó òîãî, êàêèå âîçìóùåíèÿ ñ÷èòàòü ìàëûìè.À èìåííî: Pλ λ â �îðìóëå (17) çàâèñèò îò εk/
√

q. Ò.å. ìàëîñòü εk îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþñ âåëè÷èíîé √
q � ≪õàðàêòåðíûì ðàçáðîñîì≫ âðåìåí ti.36 Âåñòíèê ÞÓð�Ó, �40 (299), 2012



6. ×èñëåííûå ïîñòðîåíèÿÑîîòíîøåíèå (17) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â ïðàêòè÷åñêè âàæíîì ñëó÷àå (16) ïðèáëè-æåííîãî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (14) òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê �ËÑ ïîàçèìóòó ñ õîðîøèì êà÷åñòâîì îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (15). Çàäàâøèñü åþ, ìîæíî ÷èñëåííîïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü êðèòåðèåâ Jλ, Jλ k îò ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ x∗ öåíòðà îáëà-ñòè íàáëþäåíèÿ íà ïëîñêîñòè Π. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ�óíêöèè√Jλ(x∗) äëÿ ñèñòåìû ÷åòûðåõ �ËÑ Íîâîñèáèðñêîé çîíû íàáëþäåíèÿ. Ïî îñÿì îò-êëàäûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå â êì. �ËÑ ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ (0, 0), (1, −2), (225, 33), (25, 380).Îòòåíêè ñåðîãî íà ãðà�èêå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì êðèòåðèÿ √Jλ(x∗): áîëååòåìíûå îòâå÷àþò ìåíüøèì çíà÷åíèÿì.

�ðà�èê êðèòåðèÿ √Jλ(x∗)Ïîëó÷åííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â ïåðñïåêòèâíûõ àëãîðèòìàõìóëüòèðàäàðíîé îáðàáîòêè.Ïðè íàïèñàíèè ñòàòüè èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àâòîðà ïî äîãîâîðó î ñîòðóä-íè÷åñòâå ìåæäó Èíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ (ã. Åêàòåðèíáóðã) è�èðìîé ≪Íîâûå èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â àâèàöèè≫ (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã). �àáîòàïîääåðæàíà ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò 12-Ï-1-1002) è �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-31247 ìîë_à).Ëèòåðàòóðà1. Èäåíòè�èêàöèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê íåñêîëüêèõ �ËÑ ïî àçèìóòó / À.�. Èâàíîâ,Ä.À. Áåäèí, À.À. Ôåäîòîâ, À.Â. Áåëÿêîâ, Ê.Ñ. Ñòðîêîâ // Âåñòí. Íèæåãîðîä. óí-òà èì.Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. � 2011. � �4, ÷àñòü 2. � Ñ. 147�148.2. Ñòåïàíîâ, Î.À. Îñíîâû òåîðèè îöåíèâàíèÿ ñ ïðèëîæåíèÿìè ê çàäà÷àì îáðàáîòêè íà-âèãàöèîííîé èí�îðìàöèè. ×àñòü 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ îöåíèâàíèÿ / Î.À. Ñòåïàíîâ. �ÑÏá.: ÖÍÈÈ ≪Ýëåêòðîïðèáîð≫, 2010.Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫, âûï. 14 37
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