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Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ïðè êðèñòàë-

ëèçàöèè îáëà÷íûõ êàïåëü â êîíâåêòèâíûõ îáëàêàõ ñ ó÷åòîì ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû

ñðåäû. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïðîâîäèëîñü íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ðàçíîñòè ïî-

òåíöèàëîâ ïðè êðèñòàëëèçàöèè êàïåëü â êîíâåêòèâíûõ îáëàêàõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò

íå òîëüêî îò ñêîðîñòè ðîñòà ëüäà è äèñïåðñíîñòè ïóçûðüêîâ, íî è îò ôðàêòàëüíî-

ñòè ñðåäû, ãäå ïðîòåêàåò ïðîöåññ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, íà îñíîâå

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòðîåíû ãðàôèêè â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óïðàâ-

ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáëà÷íàÿ êàïëÿ; ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü; ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü; êîíâåêòèâíîå îáëàêî.

Ââåäåíèå

Ïðèðîäíûå îáúåêòû ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿþòñÿ íåðåãóëÿðíûìè ôðàê-
òàëàìè, â êîòîðûõ ñâîéñòâî ñàìîïîäîáíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ â îãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ìàñøòàáàõ, îïðåäåëÿåìûõ ðåàëüíûìè ðàçìåðàìè ñèñòåìû. Ê òàêèì îáúåê-
òàì ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé ìîæíî îòíåñòè îáëàêà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âçâåøåííûå â àòìîñôåðå ïðîäóêòû êîíäåíñàöèè âîäÿíîãî ïàðà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ àòìîñôåðíîãî ýëåêòðè÷åñòâà, êîòîðûå ïîçâîëÿ-
þò âûÿñíèòü ïðèðîäó ïðîöåññîâ, âåäóùèõ ê ìàñøòàáíîé ýëåêòðèçàöèè ãðîçîâûõ îáëà-
êîâ, ñ ó÷åòîì ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû, ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè. Ïîýòîìó áîëüøîé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âîçíèêíîâåíèÿ áîëüøèõ ïîòåíöèàëîâ
íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè îáëà÷íûõ êàïåëü, ó÷èòûâàþùåå ôðàêòàëüíîñòü ñðåäû.
Ðàçâèòèå ôðàêòàëüíî-äèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà [1] â öåëîì â òåîðèè ãðîçîâîãî ýëåêòðè-
÷åñòâà ñóùåñòâåííî ïîçâîëèò ðàçâèòü ôèçèêó îáëàêîâ, ãäå ãåíåçèñ ãðîçîâûõ î÷àãîâ
ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì îæèâëåííûõ äèñêóññèé [2].

Èññëåäîâàíèåì ðàçäåëåíèÿ çàðÿäîâ ïðè êðèñòàëëèçàöèè âîäíûõ ðàñòâîðîâ çàíè-
ìàëèñü ìíîãèå àâòîðû. J.C. Ribeiro îáíàðóæèë ÿâëåíèå ìåæôàçíîãî ðàçäåëåíèÿ çà-
ðÿäîâ ïðè êðèñòàëëèçàöèè äèýëåêòðèêîâ â 1944 ã., êîòîðîå íàçâàíî èì òåðìîäèýëåê-
òðè÷åñêèì ýôôåêòîì. Òàêæå îí âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðè ôàçîâûõ
ïåðåõîäàõ ïåðâîãî ðîäà ñ ó÷àñòèåì êðèñòàëëè÷åñêîé ôàçû âáëèçè ìåæôàçíîé ãðà-
íèöû äîëæåí âûäåëÿòüñÿ èçáûòî÷íûé çàðÿä. E.J. Workman è S.E. Reynolds â 1950 ã.
çàðåãèñòðèðîâàëè çíà÷èòåëüíóþ íåðàâíîâåñíóþ ìåæôàçíóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ,
êîòîðàÿ âîçíèêàëà ïðè çàìåðçàíèè áèäèñòèëëÿòà. Â ðåçóëüòàòå èíòåíñèâíûõ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ýôôåêòà Âîðêìàíà � Ðåéíîëüäñà â 50-å è 60-å ãîäû áû-
ëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îí õàðàêòåðåí äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèýëåêòðèêîâ è îáóñëîâëåí
ôîðìèðîâàíèåì âáëèçè àêòèâíîãî ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè äâîéíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî
ñëîÿ, ñîñòîÿùåãî èç ïðèìåñíûõ èîíîâ, è âåëè÷èíà ìåæôàçíîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
çàâèñèò îò ïðîèçâåäåíèÿ ñêîðîñòè ðîñòà êðèñòàëëà èñõîäíîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè
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è ðàçíîñòè ìåæôàçíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ êàòèîíîâ è àíèîíîâ ïðèìå-
ñè. ß.È. Ôðåíêåëü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå àòìîñôåðû îáúÿñíÿë âñåöåëî ýëåêòðè÷åñêèìè
ÿâëåíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â òðîïîñôåðå, è óòâåðæäàë, ÷òî èîíîñôåðà íå èãðàåò
ñóùåñòâåííîé ðîëè â ïðîòåêàíèè àòìîñôåðíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïðåäïðè-
íèìàëèñü ïîïûòêè òåîðåòè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ ÿâëåíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ðàçíîñòè ïî-
òåíöèàëîâ ìåæäó òâåðäîé è æèäêîé ôàçîé, îñíîâàííûå, â êîíå÷íîì èòîãå, íà äèô-
ôóçèîííîì ìåõàíèçìå ðàçäåëåíèÿ çàðÿäîâ áåç ó÷åòà ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû. Â ðàáîòå
[3] Ì.Ê. Æåêàìóõîâûì ïîêàçàíî, ÷òî äèôôóçèÿ èîíîâ íå ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèê-
íîâåíèþ áîëüøèõ ïîòåíöèàëîâ íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè, è ÷òî ýòî ÿâëåíèå äî ñèõ
ïîð íå ïîëó÷èëî óäîâëåòâîðèòåëüíîãî îáúÿñíåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿâëåíèå âîçíèêíîâåíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè ïðèìåíèòåëüíî ê îáëà÷íûì êàïëÿì ñ ó÷åòîì ôðàêòàëü-
íîñòè ñðåäû.

1. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è

Êàê âûøå ñêàçàíî, îáëàêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôðàêòàëüíóþ ñðåäó, îòëè÷èòåëü-
íîé îñîáåííîñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü õàðàêòåðèçîâàòü åå ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòüþ. Äàííûé ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ äðîáíîé âåëè÷èíîé, ïî êîòîðîé âîçìîæíî
îñóùåñòâëåíèå êëàññèôèêàöèè íàðÿäó ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè. Äîáàâëÿÿ ðàññ÷èòàí-
íûå äàííûå 2D ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ðàçíîâèäíûõ îáëàêîâ (ïî ïðîèñõîæäåíèþ
è ìîðôîëîãè÷åñêèì ïðèçíàêàì), êîòîðûå èìåþò ôðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó [4, 5], ïî-
ëó÷èì:

Òàáëèöà 1

Ôðàêòàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îáëàêîâ

Ôîðìà îáëà÷íîñòè Ôðàêòàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü
ñðåäû

Îáëàêà âåðõíåãî ÿðóñà

Ïåðèñòûå, íèòåâèäíûå (Cirrus �bratus) 1,47
Îáëàêà ñðåäíåãî ÿðóñà

Âûñîêî-êó÷åâûå, ïðîñâå÷èâàþùèå (Altocumulus) 1,46
Îáëàêà íèæíåãî ÿðóñà

Ñëîèñòûå, ðàçîðâàíî-äîæäåâûå (Fractonimbus) 1,49
Ñëîèñòî-äîæäåâûå (Nimbostratus) 1,47
Îáëàêà âåðòèêàëüíîãî ðàçâèòèÿ

Êó÷åâî-äîæäåâûå Cb (Cumulonimbus) 1,36

Òàê êàê ôðàêòàëüíîñòü ôîðìû îáëàêîâ íå âëèÿåò íà âíóòðèîáëà÷íûå ïðîöåññû,
ïðè èññëåäîâàíèè âîçíèêíîâåíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè
öåëåñîîáðàçíî ó÷èòûâàòü ôðàêòàëüíîñòü ñàìîé ñðåäû. Ôðàêòàëüíàÿ ñðåäà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñðåäó, ðàñïðåäåëåííóþ â ïðîñòðàíñòâå, ìàññîâàÿ ðàçìåðíîñòü êîòîðîé
ìåíüøå ðàçìåðíîñòè çàïîëíÿåìîãî ïðîñòðàíñòâà, à ôðàêòàëüíîñòü ôîðìû ïîäðàçó-
ìåâàåò âèçóàëüíî ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç ñ äðîáíîé ðàçìåðíîñòüþ.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2017. Ò. 10, � 3. Ñ. 16�24
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Èñõîäÿ èç ôðàêòàëüíîñòè îáëà÷íîé ñðåäû, èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíóþ ïî Êàïóòî
∂α
atu (t) = signn (a− t)Dα−n

at
∂nu(t)
∂tn

, n− 1 < α ≤ n, n ∈ N , ãäå Dα
at � îïåðàòîð äðîáíîãî

èíòåãðî�äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Dα
atu (t) =


sign(t−a)
Γ(−α)

t

∫
a

u(s)ds

|t−s|α+1 , α < 0,

u (t) , α = 0,
signn (t− a) ∂n

∂tn
Dα−n

at u (t) , n− 1 < α ≤ n, n ∈ N,

ãäå Γ (z) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, áûëà íàéäåíà çàâèñèìîñòü çàðÿäà êàïåëü è ïó-
çûðüêîâ îò èõ ðàçìåðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â êàïëÿõ, è ïîëó÷åíî îáîáùåííîå óðàâíåíèå
äèíàìèêè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ðàçäåëåíèè çàðÿäîâ âî ôðàêòàëü-
íîé îáëà÷íîé êàïëå [6].

Ïî àíàëîãèè ðàññìîòðèì ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè îáëà÷íûõ êàïåëü. Ïðè ñîóäàðå-
íèè ïåðåîõëàæäåííûõ îáëà÷íûõ êàïåëü ñ ãðàäèíàìè è ÷àñòèöàìè êðóïû òåìïåðàòó-
ðà êàïåëü ïîâûøàåòñÿ äî íóëÿ ãðàäóñîâ. Â ìîìåíò ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû êàïåëü
ñìåñü âîçäóõà â êàïëÿõ ñòàíîâèòñÿ ïåðåñûùåííîé, ïðè÷åì ñòåïåíü ïåðåñûùåíèÿ çà-
âèñèò îò òåìïåðàòóðû îáëà÷íîé ñðåäû (òàáë. 2).

Òàáëèöà 2

Çíà÷åíèÿ ðàñòâîðèìîñòè âîçäóõà γ â âîäå è ïåðåñûùåíèÿ ϑ ïðè ðàçëè÷íûõ
òåìïåðàòóðàõ

t,◦C −30 −25 −20 −15 −10 −5 0 10 20
γ 0,0672 0,0575 0,0495 0,0429 0,0374 0,0327 0,0288 0,0226 0,0187
ϑ 2,33 2,0 1,72 1,42 1,30 1,135 1,0 0,785 0,650

Ñîãëàñíî ðàáîòå [7], ïóçûðüêè â âîäå íà÷èíàþò çàðîæäàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò
ñòåïåíè åå ÷èñòîòû ïðè ïåðåñûùåíèÿõ 1,1 � 1,4. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñòîëêíîâåíèè
ïåðåîõëàæäåííûõ êàïåëü ñ ïîâåðõíîñòüþ ãðàäèí ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå −4◦C âíóò-
ðè êàïåëü âñåãäà äîëæíû ïîÿâëÿòüñÿ ïóçûðüêè, êîòîðûå çàðîæäàþòñÿ íà ìåëü÷àé-
øèõ ÷àñòè÷êàõ ïûëè, ñîäåðæàùèõñÿ â îáëà÷íîé êàïëå â áîëüøîì êîëè÷åñòâå. Â ïðî-
öåññå íàìåðçàíèÿ êàïåëü ýòè ïóçûðüêè âìåñòå ñ äðóãèìè ïîñòîðîííèìè ïðèìåñÿìè
âûòåñíÿþòñÿ èç çîíû êðèñòàëëèçàöèè, îáðàçóÿ êîëëîèäíûå ÷àñòèöû, è ïåðåõîäÿò â
îêðóæàþùèé âîçäóõ. Ïðè ýòîì ãàçîâûå ïóçûðüêè è ÷àñòèöû ïðèìåñåé ìîãóò àäñîð-
áèðîâàòü èîíû èëè îäíîãî çíàêà èëè ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ.

Èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ èíòåíñèâíîãî âûäåëåíèÿ âîçäóõà ïðè çàìåðçàíèè ïåðå-
îõëàæäåííûõ êàïåëü ïîñâÿùåíû ðàáîòû ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ Ë.Ã. Êà÷óðèíà, Â.È. Áå-
êðÿåâà, Â.Ì. Ìó÷íèêà, À.Õ. Àäæèåâà, Ì.Ê. Æåêàìóõîâà è äð., à òàêæå çàðóáåæíûõ
ó÷åíûõ J.V. Iribarne, B.J. Mason, J.E. Dinger, R. Gunn è äð.

Òàêæå âûäåëåíèå ïóçûðüêîâ õîðîøî âèäíî íà ðèñ. 1 (ðèñ. 1 à) çàèìñòâîâàí èç
ðàáîòû [8].

Èçâåñòíî [6], ÷òî ÷èñëî öåíòðîâ îáðàçîâàíèÿ ïóçûðüêîâ, ñïîñîáíûõ ê äàëüíåéøå-
ìó ðîñòó, âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè ïåðåñûùåíèÿ ðàñòâîðà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ, êîëè÷åñòâî ïóçûðüêîâ, îáðàçóþùèõñÿ â îáëà÷íûõ êàï-
ëÿõ, áóäåò âîçðàñòàòü ñ óâåëè÷åíèåì ïåðåîõëàæäåíèÿ îáëà÷íûõ êàïåëü, ò.å. ïðîöåññ
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Ðèñ. 1. Ôîòîãðàôèÿ êàïëè, çàìåðçøåé íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä, âîêðóã êîòîðîé
ñêîïèëèñü ïóçûðüêè âîçäóõà

âûäåëåíèÿ ïóçûðüêîâ ñ ïîâåðõíîñòè ðàñòóùåãî ëåäÿíîãî îòëîæåíèÿ áóäåò ïðîòåêàòü
áîëåå èíòåíñèâíî ïî ìåðå ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû îáëà÷íîé ñðåäû. Îäíàêî ïðè ýòîì
íàëàãàþòñÿ îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåð ïåðåîõëàæäåííûõ îáëà÷íûõ êà-
ïåëü.

Ïðè ìåäëåííîé êðèñòàëëèçàöèè êàïëè ãàç, âûòåñíÿþùèéñÿ èç îáúåìà ðàñòóùå-
ãî ëüäà, îòâîäèòñÿ îò ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, è ïðàêòè÷åñêè ïåðåä ôðîíòîì êðè-
ñòàëëèçàöèè íå çàðîæäàþòñÿ ïóçûðüêè, è ïîýòîìó ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà ýëåê-
òðîêèíåòè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ âîçíèêíîâåíèåì çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà
ïóçûðüêîâ ãàçà ïåðåä ôðîíòîì êðèñòàëëèçàöèè.

Ïðè äâèæåíèè ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè âìåñòå ñî ñìåñüþ âîçäóõà ïåðåíîñÿòñÿ â
ëåä èõ çàðÿäû, à êîìïåíñèðóþùèé çàðÿä îñòàåòñÿ â æèäêîé ÷àñòè. Òîãäà ïîòîê ýëåê-
òðè÷åñòâà, îáóñëîâëåííûé äâèæåíèåì ïóçûðüêîâ, îòíîñèòåëüíî ôðîíòà êðèñòàëëè-
çàöèè áóäåò

j (t) = vnξa (t) , (1)

ãäå ξ � ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë, v � ñêîðîñòü ðîñòà ëüäà.
Ðàçìåð è âåëè÷èíà çàðÿäà âîçäóøíûõ ïóçûðüêîâ â îáëà÷íûõ êàïëÿõ ñ ó÷åòîì

ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû ïîëó÷åíû â ðàáîòå [9] ñëåäóþùèì îáðàçîì

a (t) = a0Eα,1 (kt
α) , qr (t) = nq0Eα,1 (kt

α) , (2)

ãäå a0 � ðàçìåð ïóçûðüêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, n � êîëè÷åñòâî ïóçûðüêîâ, q0

� çàðÿä ïóçûðüêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, Eα,1 (kt
α) =

∞∑
i=0

kitαi

Γ(1+αi)
� ôóíêöèè òèïà

Ìèòòàã � Ëåôôëåðà, k = 2, 4ϑ p2

λp0σ
, ϑ � ïåðåñûùåíèå, p � äàâëåíèå âíóòðè ïóçûðüêà,

p0 � àòìîñôåðíîå äàâëåíèå, σ � ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå âîäû, λ =
1

τ
= const > 0,

τ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîöåññà çàìåðçàíèÿ, ñâîéñòâî ôðàêòàëüíîñòè ó÷èòûâàåòñÿ
÷åðåç ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð α [10].

Çàêîí èçìåíåíèÿ çàðÿäà ëüäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂Q

∂t
= j (t)− δE (t) , (3)
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ãäå δ � ïðîâîäèìîñòü ëüäà, E (t) � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè ðàçäåëåíèè
çàðÿäîâ.

Ïî àíàëîãèè ñ [10, 11] ïîëó÷èì èçìåíåíèå çàðÿäà ÷àñòèöû âî ôðàêòàëüíîé ñðåäå

∂Q

∂t
= ξDα−1

0t

∂a (t)

∂t
= ξ ∂α

0ta (t) , 0 < α < 1. (4)

Âûðàçèì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èç (3), ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (4) è (1) â âèäå

E (t) =
1

δ
[j (t)− ξ ∂α

0ta (t)] . (5)

Ïåðåïèøåì (5) ñ ó÷åòîì ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû äëÿ ïîòîêà ýëåêòðè÷åñòâà, îáó-
ñëîâëåííîãî äâèæåíèåì ïóçûðüêîâ îòíîñèòåëüíî ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè j (t) =
vnξa0Eα,1 (kt

α), è ðàçìåðà âîçäóøíûõ ïóçûðüêîâ â îáëà÷íûõ êàïëÿõ, îïðåäåëÿåìîãî
ôîðìóëîé (2):

E (t) =
ξa0Eα,1 (kt

α)

δ
[vn− k] . (6)

Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò íà ýëåêòðîäàõ â ñèñòåìå òâåðäàÿ-æèäêàÿ
ôàçà, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆φ = E (t) d, (7)

à ñ ó÷åòîì ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû

∆φ =
ξda0Eα,1 (kt

α)

δ
[vn− k] , (8)

ãäå d = vt � òîëùèíà îáðàçóþùåãîñÿ ëüäà. Èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò, ÷òî ∆φ ñó-
ùåñòâåííî çàâèñèò îò ñêîðîñòè ðîñòà ëüäà, ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû è äèñïåðñíîñòè
ïóçûðüêîâ.

Òàê êàê îöåíèòü êîíöåíòðàöèþ n ìîæíî ëèøü ïðèáëèæåííî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
÷àñòü ãàçà, âûòåñíÿþùåãîñÿ èç çîíû êðèñòàëëèçàöèè, ïðåâðàùàåòñÿ â ïóçûðüêè ñî
ñðåäíèì ðàäèóñîì a0, è ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ ãàçà âíóòðè ïóçûðüêà îò åãî
ðàäèóñà è ôðàêòàëüíîñòü ñðåäû, ïîëó÷èì

n =
R3

a30 (Eα,1 (ktα))
3

γ (ϑ− 1)[
1 + 2σ

pa0Eα,1(ktα)

] p

p0
,

ãäå R � ðàäèóñ êàïëè, γ � ðàñòâîðèìîñòü âîçäóõà.
Â ðàáîòå [12] ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ n, ðàññ÷èòàííûå ïðè R = 50 ìêì è ðàçëè÷íûõ

ðàäèóñàõ ïóçûðüêîâ a0 áåç ó÷åòà ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû (òàáë. 3).

Òàáëèöà 3

Çíà÷åíèÿ n ïðè R = 50 ìêì è ðàçëè÷íûõ a0

a0, ìêì 0, 1 0, 5 1, 0 2, 0
n 2, 6 ·106 9 · 103 2 · 102 39
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Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè n â (8), ïîëó÷èì

∆φ =
ξda0Eα,1 (kt

α)

δ

 R3

a30 (Eα,1 (ktα))
3

γ (ϑ− 1) v[
1 + 2σ

pa0Eα,1(ktα)

] p

p0
− k

 . (9)

Ïîäñòàâëÿÿ õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà ∆φ áîëüøå,
÷åì áîëüøå äèñïåðñíîñòü ïóçûðüêîâ â îáëà÷íîé êàïëå. Åñëè ó÷èòûâàòü òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî ïðè çàìåðçàíèè âîäû èç çîíû êðèñòàëëèçàöèè âûòåñíÿåòñÿ âåñü ðàñ-
òâîðåííûé â íåé ãàç, òî â ôîðìóëå (9) ñëåäóåò çàìåíèòü ðàçíîñòü ϑ−1 íà ϑ. Ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ n, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ â òàáëèöå 3 ñ ó÷åòîì ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû, äîëæíû
áûòü óâåëè÷åíû ïðèìåðíî â ÷åòûðå ðàçà.

2. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Íà ðèñ. 2, 3 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå êðèâûå, îïðåäåëÿþùèå ðàçíîñòü ïîòåíöèàëà
â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ t è α ñîãëàñíî ôîðìóëå (9) ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî 0 < α < 1 íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè îò 0 äî 0,5 ñ è îò 0 äî 0,1 ñ. Ðàñ÷åòû
ïðîâîäèëèñü äëÿ ïóçûðüêîâ ñ ðàäèóñàìè a0 ≤ 0, 5 ìêì.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ïîòåíöèàëà îò ïàðàìåòðà α äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ
ïóçûðüêîâ ïðè 0 < t < 0, 5 (1∗ � êðèâàÿ ðàññ÷èòàíà ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé â [3])

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ïîòåíöèàëà îò ïàðàìåòðà α äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ
ïóçûðüêîâ ïðè 0 < t < 0, 1 (1∗ � êðèâàÿ ðàññ÷èòàíà ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé â [3])
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Ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ è ðîñòà ïóçûðüêîâ â îáëà÷íûõ êàïëÿõ èäåò âåñüìà èíòåí-
ñèâíî è çàâåðøàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì êàïëÿ óñïåâàåò çàìåðçíóòü, è ðîëü ôðàêòàëüíîñòè
ñðåäû óñèëèâàåòñÿ íà ìåíüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ñ óìåíü-
øåíèåì ïîêàçàòåëÿ α ïðîèñõîäèò çàìåäëåíèå ïðîöåññà, êîòîðûé âëå÷åò ê ñíèæåíèþ
âåëè÷èíû ïîòåíöèàëà ïðè êðèñòàëëèçàöèè îáëà÷íûõ êàïåëü. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ëè-
íèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå [3], ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðàñ÷åòíûìè êðèâûìè, ïîëó÷åííûìè ïî
ôîðìóëå (9). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü α îòâå÷àåò çà èíòåíñèâíîñòü ïðîöåññà.
Åñëè ñðåäà ôðàêòàëüíàÿ, òî ïðîöåññ ïðîòåêàåò ìåäëåííåå, ÷åì â àíàëîãè÷íîé ñïëîø-
íîé ñðåäå, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò ðàñ÷åòíûå êðèâûå íà ðèñ. 2, 3. Òàêæå çàìåòíî
âëèÿíèå ðàçìåðà ïóçûðüêîâ, âûõîäÿùèõ ïðè êðèñòàëëèçàöèè êàïëè, íà âåëè÷èíó ïî-
òåíöèàëà: ÷åì áîëüøå äèñïåðñíîñòü ïóçûðüêîâ, òåì áîëüøå ïîòåíöèàë (íà ðèñóíêàõ
2, 3: a) � ðàçìåð ïóçûðüêà, ñîîòâåòñòâóþùèé a0 = 10−7; b) � ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåðó
a0 = 10−6).

Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî çà ñ÷åò ðàññìîòðåííîãî âûøå ìåõàíèçìà âîç-
íèêíîâåíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ïðè êðèñòàëëèçàöèè îáëà÷íûõ êàïåëü â êîíâåêòèâ-
íûõ îáëàêàõ, â êîòîðîì ôðàêòàëüíîñòü îáëà÷íîé ñðåäû èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü,
ñêà÷îê ïîòåíöèàëà íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè ìîæåò äîñòèãàòü áîëüøèõ çíà÷åíèé.
Ïîêàçàíî âëèÿíèå ñêîðîñòè ðîñòà ëüäà, äèñïåðñíîñòè ïóçûðüêîâ è ïîðÿäêà äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â çàêîíå èçìåíåíèÿ çàðÿäà ëüäà, ñâÿçàííîå ñ ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòüþ ñðåäû, íà âîçíèêíîâåíèå ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ïðè êðèñòàëëèçàöèè
êàïåëü. ×åì âûøå ïîêàçàòåëè ñêîðîñòè ðîñòà ëüäà, äèñïåðñíîñòè ïóçûðüêîâ è ôðàê-
òàëüíîñòè îáëà÷íîé ñðåäû, òåì ñóùåñòâåííåå èõ âëèÿíèå íà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ.
Ìîæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèå ïðîöåññû â ãðîçî-ãðàäîâûõ îáëàêàõ íå
îáóñëîâëåíû ôðàêòàëüíîñòüþ ôîðìû îáëàêîâ è òåñíî ñâÿçàíû ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóê-
òóðîé îáëà÷íîé ñðåäû, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ, êàê ñðåäà, ðàñïðåäåëåííàÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå, ìàññîâàÿ ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.
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MATHEMATICAL MODELLING OF THE FORMATION
OF A DIFFERENCE IN THE POTENTIALS DURING
CRYSTALLIZATION OF CLOUD DROPLETS IN VIEW
OF FRACTAL MEDIA

T.S. Kumykov, Institute of Applied Mathematics and Automation, Nalchik,
Russian Federation, macist20@mail.ru

In this paper, we consider the mechanism of a potential di�erence occurrence while

cloud drops are crystallizing in the convective clouds. Di�erential equations of fractional

order have been applied. We have shown the occurrence of the potential di�erence at droplets

crystallization in the convective clouds essentially depends not only on the rate of the ice

growth and dispersion of the bubbles, but also on the fractal environment. Simulation results

based on the numerical solution of the graphs depending on di�erent values of the governing

parameters.

Keywords: cloud drop; fractal dimension; mathematical model; convective cloud.
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