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Ïîñòðîåíà ëèíåéíàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü êðóãîâîãî äâèæåíèÿ âëåâî/âïðàâî ñ çà-
äàííûì ðàäèóñîì. Ñôîðìóëèðîâàí è ðåàëèçîâàí íîâûé àëãîðèòì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêîâ ïðÿìîëèíåéíî-
ãî è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ íåïîëíûõ çàøóìëåííûõ èçìåðåíèé. Ïîêàçàíî,
êàê ïðèìåíÿòü àëãîðèòìû îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè äëÿ îöåíèâàíèÿ òà-
êîé òðàåêòîðèè. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ≪Ìîäåëèðîâàíèå è îöåíèâàíèå
òðàåêòîðèè ïîäâèæíîãî îáúåêòà v1.0≫ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ
òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà íà îñíîâå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ðàâíîìåðíîãî ïðÿ-
ìîëèíåéíîãî è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñóäîâîæäåíèÿ, ðîáîòîòåõíèêè, îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ñî
ñêàíèðóþùèõ äàëüíîìåðîâ è äð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàíåâðèðîâàíèå äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà; äèñêðåòíàÿ ñòîõàñòè-

÷åñêàÿ ìîäåëü; ëèíåéíîå îöåíèâàíèå; MATLAB.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ è îöåíèâàíèÿ ëèíåéíûõ (îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ) äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ òðà-
åêòîðèè, ñîñòîÿùèå èç îòðåçêîâ ïðÿìîëèíåéíîãî è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ.

Ëèíåéíîñòü ýòèõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîäû îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé
ôèëüòðàöèè áåç óïðîùàþùåé ëèíåàðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷: îöåíèâàíèå òðàåêòîðèè è îáíàðóæåíèå ìîìåíòà íåïðåäâèäåííîãî èçìåíåíèÿ ðå-
æèìà äâèæåíèÿ (ìàíåâðèðîâàíèÿ). Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ òðàåêòîðèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñó-
äîâîæäåíèÿ, òàê êàê ïðÿìîëèíåéíîå è/èëè êðóãîâîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ òèïîâûì äëÿ
ìîðñêîãî ïîäâèæíîãî îáúåêòà, à çàäà÷à îöåíèâàíèÿ åãî òðàåêòîðèè è îáíàðóæåíèÿ
ìîìåíòà ìàíåâðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðàéíå âàæíîé â ñèëó îïàñíîñòè íåïðåäâèäåííîãî
èçìåíåíèÿ ðåæèìà äâèæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðîáîòîòåõíèêà ÿâëÿåòñÿ äðóãîé àêòóàëüíîé îáëàñòüþ èññëå-
äîâàíèé, â êîòîðîé ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû, òàê êàê òðàåêòîðèÿ äâè-
æåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà òàêæå èìååò õàðàêòåð ïðÿìîëèíåéíîãî è/èëè êðóãîâîãî
äâèæåíèÿ. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ è îöåíèâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ðîáîòà ñ ïîìî-
ùüþ äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ñëåæåíèÿ çà äâèæóùèìèñÿ îáúåêòàìè.

Ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëàãàåìîãî â ðàáîòå ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
íåëèíåéíàÿ â öåëîì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà çàìå-
íÿåòñÿ íàáîðîì ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ íà êàæäîì ó÷àñòêå
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äâèæåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü âìåñòî íåëèíåéíûõ ôèëüòðîâ (èìåþùèõ íåèçáåæíûå ïî-
ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé âñëåäñòâèå ëèíåàðèçàöèè) îïòèìàëüíûå ëèíåéíûå äèñêðåò-
íûå àëãîðèòìû êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè [1]. Òàêèì îáðàçîì, íåò íåîáõîäèìîñòè
ïðèìåíÿòü íåëèíåéíûå ôèëüòðû, òàêèå êàê ðàñøèðåííûé ôèëüòð Êàëìàíà, ëèíåà-
ðèçîâàííûé ôèëüòð Êàëìàíà [2] è äð.

Îäíàêî, ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå ïîäõîä íåèçáåæíî âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü ðåøå-
íèÿ äðóãîé çàäà÷è � ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ìîìåíòà èçìåíåíèÿ ðåæèìà äâèæåíèÿ
(ìàíåâðèðîâàíèÿ) äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåò ïðåäìåòîì äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé àâòîðîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå ìîäåëè äâèæåíèÿ. Ïîñòðîåíà äèñêðåò-
íàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ïðè ïîâîðîòå âëåâî/âïðàâî. Âî âòîðîì ðàç-
äåëå ñôîðìóëèðîâàí íîâûé àëãîðèòì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè
äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêîâ ïðÿìîëèíåéíîãî è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ
âëåâî ëèáî âïðàâî ñ çàäàííûì ðàäèóñîì. Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ìåòîäû îïòè-
ìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè: ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì Êàëìàíà è äâå åãî ÷èñëåííî
óñòîé÷èâûå ìîäèôèêàöèè (êâàäðàòíî-êîðíåâîé ôèëüòð è UD-ôèëüòð). Â ÷åòâåðòîì
ðàçäåëå äàíî êðàòêîå îïèñàíèå ðàçðàáîòàííîãî àâòîðàìè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
≪Ìîäåëèðîâàíèå è îöåíèâàíèå òðàåêòîðèè ïîäâèæíîãî îáúåêòà v1.0≫. Íàêîíåö, â ïÿ-
òîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîäòâåðæäàþùèå
ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ è îöåíèâàíèþ ñëîæíîé,
èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà

Ñëåäóÿ [3], ââåäåì ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

x =


x1

x2

x3

x4

 ,

ãäå x1 � êîîðäèíàòà x âäîëü îñè Ox, ì, x2 � ñêîðîñòü vx âäîëü îñè Ox, ì/ñ, x3 �
êîîðäèíàòà y âäîëü îñè Oy, ì, x4 � ñêîðîñòü vy âäîëü îñè Oy, ì/ñ äëÿ íåïðåðûâíîé
ìîäåëè êðóãîâîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ âëåâî (ÌÊÐÄ-Ë)

ẋt =


0 1 0 0

−ω2
n 0 0 0

0 0 0 1
0 0 −ω2

n 0

xt +


0

ωn(ωnxs − vsy)
0

ωn(ωnys + vsx)

 (1)

ñ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

xs =


x1s = xs

x2s = vsx

x3s = ys

x4s = vsy

 (2)

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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è òàêæå äëÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè êðóãîâîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ âïðàâî
(ÌÊÐÄ-Ï)

ẋt =


0 1 0 0

−ω2
n 0 0 0

0 0 0 1
0 0 −ω2

n 0

xt +


0

ωn(ωnxs + vsy)
0

ωn(ωnys − vsx)

 (3)

ñ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t = s. Ïîëàãàÿ,
÷òî èçìåðÿþòñÿ òîëüêî êîîðäèíàòû x1, x3 (ñêîðîñòè x2, x4 íå èçìåðÿþòñÿ), çàïèøåì
âåêòîð íàáëþäåíèÿ

zt =

[
1 0 0 0
0 0 1 0

]
xt + vt, (4)

âêëþ÷àþùèé âåêòîð ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò, vt = [v1t|v2t]⊤, êîòîðûé ñ÷è-
òàåì ãàóññîâûì áåëûì øóìîì ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ìàòðèöåé
êîâàðèàöèè R > 0.

Òåîðåìà 1. [3] Ïóñòü |vs| =
√
v2sx + v2sy > 0, ãäå vs =

[
vsx
vsy

]
� âåêòîð ñêîðîñòè â òî÷êå

ñ êîîðäèíàòàìè xs, ys â ìîìåíò t = s ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ ìîäåëè ïðÿìîëèíåéíîãî ðàâ-
íîìåðíîãî äâèæåíèÿ (ÌÏÐÄ) íà ìîäåëü êðóãîâîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ (ÌÊÐÄ).
Òîãäà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè ÌÊÐÄ-Ë ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì ωn > 0
äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

x1t = xs + r sin[ωn(t− s) + α]− r sinα,

x2t = rωn cos[ωn(t− s) + α],

x3t = ys − r cos[ωn(t− s) + α] + r cosα,

x4t = rωn sin[ωn(t− s) + α]

 (5)

è îïèñûâàåò äâèæåíèå îáúåêòà âëåâî îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà vs ïî äóãå îêðóæíî-
ñòè ñ êîîðäèíàòàìè öåíòðà

xc = xs − r sinα,

yc = ys + r cosα,

à åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè ÌÊÐÄ-Ï ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì ωn > 0 äà-
åòñÿ âûðàæåíèÿìè

x1t = xs + r sin[ωn(t− s)− α] + r sinα,

x2t = rωn cos[ωn(t− s)− α],

x3t = ys + r cos[ωn(t− s)− α]− r cosα,

x4t = −rωn sin[ωn(t− s)− α]

 (6)

è îïèñûâàåò äâèæåíèå îáúåêòà âïðàâî îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà vs ïî äóãå îêðóæ-
íîñòè ñ êîîðäèíàòàìè öåíòðà

xc = xs + r sinα,

yc = ys − r cosα,

ãäå sinα = vsy
|vs| , cosα = vsx

|vs| , r =
|vs|
ωn
.
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Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ñì. â ðàáîòå [3].
Äëÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïðÿìîëèíåéíîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ (ÌÏÐÄ) èìå-

åì î÷åâèäíûå óðàâíåíèÿ

ẋt =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

xt (7)

ñ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t = s ñ îäíîé ìîäåëè
äâèæåíèÿ íà äðóãóþ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäåíèÿ çà îáúåêòîì ïðîèçâîäÿòñÿ äèñêðåòíî âî âðåìåíè

ñ ïîñòîÿííûì èíòåðâàëîì ti+1− ti
∆
= τ . Ìîäåëè ÌÊÐÄ-Ë è ÌÊÐÄ-Ï èìåþò ñòàíäàðò-

íûé âèä íåïðåðûâíûõ èíâàðèàíòíûõ âî âðåìåíè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

ẋ(t) = Fx(t) + Bu(t), (8)

ãäå ìàòðèöû F , B äëÿ ìîäåëè ÌÏÐÄ îïðåäåëåíû â (7), à äëÿ ìîäåëåé ÌÊÐÄ-Ë è
ÌÊÐÄ-Ï � â (1) è (3) ñîîòâåòñòâåííî; u(t) = 1. Âûïîëíèâ ïåðåõîä îò íåïðåðûâíîé
ìîäåëè (8) ê ìîäåëè â äèñêðåòíîì âðåìåíè [2, ñ. 40�42], ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò:

Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü Ä-ÌÊÐÄ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ïðè ïîâîðîòå
âëåâî/âïðàâî

xi+1 = Φxi +B
L/R
d , i ∈ Z,

Φ =

[
Φc 0
0 Φc

]
, Φc =

[
cosωnτ ω−1

n sinωnτ
−ωn sinωnτ cosωnτ

]
,

BL
d =


(xs − ω−1

n vsy)(1− cosωnτ)
(ωnxs − vsy) sinωnτ

(ys + ω−1
n vsx)(1− cosωnτ)

(ωnys + vsx) sinωnτ

 , BR
d =


(xs + ω−1

n vsy)(1− cosωnτ)
(ωnxs + vsy) sinωnτ

(ys − ω−1
n vsx)(1− cosωnτ)

(ωnys − vsx) sinωnτ

 .



(9)

Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü (9) îïèñûâàåò äâèæåíèå ïî äóãå îêðóæíîñòè âëåâî (ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè) ëèáî âïðàâî (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü äî-
áàâëåíèÿ â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè (9) àääèòèâíîé ñòîõàñòè÷åñêîé
ñîñòàâëÿþùåé äâèæåíèÿ. Òîãäà îáùåå óðàâíåíèå äèñêðåòíîé ìîäåëè ïðèìåò âèä

xi+1 = Φxi +Bd +Gwdi . (10)

Â óðàâíåíèè (10) G � ìàòðèöà ïåðåäà÷è äèñêðåòíîãî áåëîãî øóìà wdi. Â ñëó÷àå,
åñëè øóì íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì áåëûì, ìîäåëü øóìà äîëæíà áûòü âêëþ÷åíà â
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, òåì ñàìûì ïîâûøàÿ åãî ðàçìåðíîñòü. Ñ÷èòàåì, ÷òî øóìîâàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü âî âòîðîé è ÷åòâåðòîé êîìïîíåíòàõ âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ x:

G =


0 0
1 0
0 0
0 1

 ,
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ò.å. ïðîåêöèè ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ îáúåêòà íà êîîðäèíàòíûå îñè Ox è Oy ìîãóò áûòü
íåïîñòîÿííûìè.

Äèñêðåòíàÿ âåðñèÿ Ä-ÌÏÐÄ ïîëó÷àåòñÿ èç íåïðåðûâíîé âåðñèè (7), ïîñëå äîáàâ-
ëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé â òîì æå âèäå (10), íî ñ ìàòðèöàìè

Φ =

[
Φp 0
0 Φp

]
, Φp =

[
1 τ
0 1

]
, Bd =


0
0
0
0

 . (11)

2. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà

Ðàçðàáîòàåì íîâûé àëãîðèòì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè äâè-
æóùåãîñÿ îáúåêòà, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêîâ ïðÿìîëèíåéíîãî è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ
âëåâî/âïðàâî ñ çàäàííûì ðàäèóñîì.

Ïðèìåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî ≪ïåðåêëþ÷åíèÿ≫ ñ îäíîãî ðåæèìà íà äðóãîé: ïðè
ïåðåêëþ÷åíèè ðåæèìîâ (ìàíåâðèðîâàíèè îáúåêòà) ïîñëåäíåå âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ñ÷èòàåì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì äëÿ íîâîãî ðåæèìà äâèæå-
íèÿ. Â íà÷àëå ìîäåëèðîâàíèÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èçâåñòíî. Ñôîð-
ìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò:

ÀËÃÎÐÈÒÌ 1. [Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáú-
åêòà]

I. Íà÷àëüíûå äàííûå:
◃ ïîëîæèòü k = 0 (äèñêðåòíîå âðåìÿ);
◃ çàäàòü çíà÷åíèÿ xk, τ , Q, R;
◃ óñòàíîâèòü ïëàí òðàåêòîðèè èç p îòðåçêîâ ïðÿìîëèíåéíîãî è/èëè êðóãî-
âîãî äâèæåíèÿ;
◃ äëÿ m-ãî îòðåçêà êðóãîâîãî äâèæåíèÿ çàäàòü ðàäèóñ ïîâîðîòà rm.

II. Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèè:
for m = 1 to p do

1 ◃ îïðåäåëèòü òèï m-ãî îòðåçêà òðàåêòîðèè type è åãî äëèíó length;

2 ◃ if type = ÏÐÄ then

3 ◃ for i = k + 1 to k + length do

4 ◃ âû÷èñëèòü xi ñîãëàñíî (10);

end

else

5 ◃ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ðàäèóñà ïîâîðîòà rm;

6 ◃ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ωn =
√
xk(2)2 + xk(4)2/rm è ìàòðèöó

Φc(ωn, xk);

7 ◃ if type = ÊÐÄ-Ë then

8 ◃ âû÷èñëèòü ìàòðèöó BL
d (ωn, xk);

else
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9 ◃ âû÷èñëèòü ìàòðèöó BR
d (ωn, xk);

end

10 ◃ for i = k + 1 to k + length do

11 ◃ âû÷èñëèòü xi ñîãëàñíî (9);

end

12 ◃ ïðèñâîèòü k = i;

end

III. Êîíåö.

3. Àëãîðèòìû ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ

Ïîñêîëüêó â äèñêðåòíîé ìîäåëè èçìåðåíèé (4) ïðèñóòñòâóþò ñëó÷àéíûå ïîãðåø-
íîñòè, çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ xk â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè tk íåäîñòóïíû
äëÿ ïðÿìîãî íàáëþäåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü xk, ïðè-
ìåíèì àëãîðèòìû îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè. Äëÿ äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ
ñèñòåì ñ ãàóññîâûìè øóìàìè îïòèìàëüíûì àëãîðèòìîì ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ôèëüòð Êàëìàíà [1]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ñîâðåìåííûå ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè äèñêðåò-
íîãî ôèëüòðà Êàëìàíà (ÔÊ) � êâàäðàòíî-êîðíåâûå è UD ðåàëèçàöèè. Îñîáåííîñòü
òàêèõ àëãîðèòìîâ (â îòëè÷èè îò ñòàíäàðòíîé ñõåìû Êàëìàíà) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì ìàøèí-
íîãî îêðóãëåíèÿ, ïðåïÿòñòâóÿ òàêèì îáðàçîì ðàñõîäèìîñòè îöåíîê, âû÷èñëÿåìûõ â
àëãîðèòìå ôèëüòðàöèè. Íåäàâíèé ïîäðîáíûé îáçîð ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííî óñòîé÷è-
âûõ ðåàëèçàöèé äèñêðåòíîãî ÔÊ ñîäåðæèòñÿ â [4].

Ðàññìîòðèì òðè âàðèàíòà àëãîðèòìà îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè: ñòàí-
äàðòíûé ôèëüòð Êàëìàíà (CKF), êâàäðàòíî-êîðíåâîé êîâàðèàöèîííûé ôèëüòð
(SRCF) è êîâàðèàöèîííûé UD-ôèëüòð (UD-CF). Âñå àëãîðèòìû ïðåäñòàâëåíû â îä-
íîñòàäèéíîé ôîðìå.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 2. [CKF � Conventional KF]

0. Íà÷àëüíûå äàííûå: x̂0 = x̄0 è P0 = Π0, Π0 > 0.

1. Ðåêóððåíòíî îáíîâëÿòü âåëè÷èíû (k ≥ 0)

êîýôôèöèåíò îáð. ñâÿçè: Kp,k = ΦPkH
⊤R−1

e,k, Re,k = R +HPkH
⊤;

êîâàðèàöèÿ îøèáêè: Pk+1 = ΦPkΦ
⊤ +GQG⊤ −Kp,kRe,kK

⊤
p,k;

îöåíêà: x̂k+1 = Φx̂k +Bd +Kp,k(zk −Hx̂k).

2. Êîíåö.

Â ñëåäóþùåì àëãîðèòìå èñïîëüçóþò ðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî [5] A = SAS
⊤
A ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A, ãäå ôàêòîð Õîëåññêîãî SA �
íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ 3. [SRCF � Square-Root Covariance Filter]

0. Íà÷àëüíûå äàííûå: x̂0 = x̄0, P0 = Π0 > 0, R > 0, Q ≥ 0.
Âû÷èñëèòü íèæíèå òðåóãîëüíûå ôàêòîðû Õîëåöêîãî: SΠ0 , SR, SQ.

1. Ðåêóððåíòíî îáíîâëÿòü SPk+1
è x̂k+1 (0 ≤ k ≤ N − 1):

¬ Ïî íàéäåííûì SPk
, SR, SQ ñôîðìèðîâàòü áëî÷íóþ ìàòðèöó

Ak =

 S⊤
R 0

S⊤
Pk
H⊤

k S⊤
Pk
Φ⊤

0 S⊤
QG

⊤

 .

­ Äëÿ áëî÷íîé ìàòðèöû Ak âûïîëíèòü QR-ïðåîáðàçîâàíèå è ïîëó÷èòü â ðå-
çóëüòàòå áëî÷íóþ ìàòðèöó

Rk =

 S⊤
Re,k

K̄⊤
p,k

0 S⊤
Pk+1

0 0

 ,

ãäå Ak ∈ R(m+n+q)×(m+n), Qk ∈ R(n+m+q)×(n+m+q) � ìàòðèöà QR-
ïðåîáðàçîâàíèÿ QkAk = Rk, ïðèâîäÿùåãî ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé áëî÷íîé
ìàòðèöå Rk ∈ R(m+n+q)×(m+n).

® Âû÷èñëèòü îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ:

x̂k+1 = Φx̂k +Bd + K̄p,kS
−1
Re,k

(zk −Hx̂k).

2. Êîíåö.

Â òðåòüåì àëãîðèòìå èñïîëüçóþò ìîäèôèöèðîâàííîå ðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî [5,6]
A = UADAU

⊤
A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A, ãäå ìîäèôè-

öèðîâàííûå ôàêòîðû Õîëåññêîãî {UA, DA} � ïàðà ìàòðèö, â êîòîðîé UA � âåðõíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, DA > 0 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 4. [UD-CF � UD Covariance Filter]

0. Íà÷àëüíûå äàííûå: x̂0 = x̄0 è P0 = Π0 > 0.
Âû÷èñëèòü UD-ôàêòîðû Õîëåöêîãî: {UΠ0 , DΠ0}, {UR, DR}, {UQ, DQ}.

1. Ðåêóððåíòíî îáíîâëÿòü {UPk+1
, DPk+1

} è x̂k+1 (0 ≤ k ≤ N − 1):

¬ Äëÿ ïàð {UPk
, DPk

}, {UR, DR}, {UQ, DQ} ñôîðìèðîâàòü áëî÷íûå ìàòðèöû

Dk = Diag{DQ, DPk
, DR}, A⊤

k =

[
GUQ ΦUPk

0
0 HUPk

UR

]
.

­ Äëÿ ïàðû áëî÷íûõ ìàòðèö {Ak,Dk} âûïîëíèòü ìîäèôèöèðîâàííóþ âçâå-
øåííóþ Ãðàìà � Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèþ (MWGS) ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ak
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îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ìàòðèöû Dk è ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïàðó áëî÷íûõ
ìàòðèö {A†

k,D
†
k}:

D†
k = Diag{DPk+1

, DRe,k
}, A†

k =

[
UPk+1

Kp,kURe,k

0 URe,k

]

òàêèõ, ÷òî A⊤
k = A†

kB⊤
k è A⊤

k DkAk = A†
kD

†
k

(
A†

k

)⊤
, ãäå Dk ∈

R(q+n+m)×(q+n+m), Ak ∈ R(q+n+m)×(n+m), Bk ∈ R(q+n+m)×(n+m) � ìàòðè-
öà MWGS-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé áëî÷íîé ìàòðèöå
A†

k ∈ R(n+m)×(n+m) è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå D†
k ∈ R(n+m)×(n+m).

® Âû÷èñëèòü îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

x̂k+1 = Φx̂k +Bd +Kp,kU
−1
Re,k

(zk −Hx̂k).

2. Êîíåö.

Óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìå-
íè js, js = 1, . . . , p, ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ îäíîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ íà äðóãîé (ìàíåâðèðî-
âàíèÿ) èçâåñòíû. Òîãäà â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ js íà íîâûé ðåæèì äâèæåíèÿ íà÷àëü-
íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè ïðèíèìàåì ñëåäóþùèå: x̂0 = x̂js−1,
Π0 = Pjs−1, ò.å. çà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áåðåì çíà÷åíèÿ îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáêè îöåíèâàíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå îá-
ðàáîòêè èçìåðåíèé. Çàòåì ïðè çàäàííîì òèïå êðóãîâîãî äâèæåíèÿ (âëåâî èëè âïðà-
âî) è ðàäèóñå rjs êðóãîâîãî äâèæåíèÿ âû÷èñëÿåì ñíà÷àëà ω̂n =

√
x̂0(2)2 + x̂0(4)2/rjs ,

à çàòåì ïåðåñ÷èòûâàåì ìàòðèöû-ïàðàìåòðû àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè: Φc , Φc(ω̂n, x̂0),

B
L/R
d , B

L/R
d (ω̂n, x̂0). Äàëåå âû÷èñëÿåì îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x̂k è êîâàðèàöèîí-

íûå ìàòðèöû îøèáêè îöåíèâàíèÿ Pk ñîãëàñíî âûáðàííîìó àëãîðèòìó ôèëüòðàöèè äî
òåõ ïîð, ïîêà íå ïðîèçîéäåò ïåðåêëþ÷åíèå íà î÷åðåäíîé ðåæèì äâèæåíèÿ.

4. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ≪Ìîäåëèðîâàíèå è îöåíèâàíèå

òðàåêòîðèè ïîäâèæíîãî îáúåêòà v1.0≫

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ≪Ìîäåëèðîâàíèå è îöåíèâàíèå òðàåêòîðèè ïîäâèæíîãî
îáúåêòà v1.0≫ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ òðàåêòîðèè
äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà íà îñíîâå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî
è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ.

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ íàïèñàí íà ÿçûêå MATLAB ñ ðåàëèçàöèåé ãðàôè÷åñêî-
ãî èíòåðôåéñà ïîëüçîâàòåëÿ â ñðåäå âèçóàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ GUIDE. Â íåì
ðåàëèçîâàíû ðåæèìû ïîñòðîåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé èëè ñòîõàñòè÷åñêîé òðàåêòî-
ðèè, à òàêæå ìîäåëèðîâàíèå èçìåðåíèé â ïðèñóòñòâèè àääèòèâíîé ãàóññîâîé ïîìåõè
ñ âîçìîæíîñòüþ îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ îáúåêòà ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîé äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè: CKF, SRCF è UD-CF. Ðåçóëüòàòû
ìîäåëèðîâàíèÿ äîñòóïíû ïîëüçîâàòåëþ â âèäå âðåìåííûõ ãðàôèêîâ ýëåìåíòîâ âåêòî-
ðà ñîñòîÿíèÿ, îöåíîê ýëåìåíòîâ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è ãðàôèêà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
îáúåêòà è åå îöåíêè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Â ïðîãðàììå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü
ñîõðàíåíèÿ ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ â òåêñòîâîì ôàéëå.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2017. Ò. 10, � 3. Ñ. 108�119

115



È.Â. Ñåìóøèí, À.Â. Öûãàíîâ, Þ.Â. Öûãàíîâà, À.Â. Ãîëóáêîâ, Ñ.Ä. Âèíîêóðîâ

Ãëàâíîå îêíî ïðîãðàììû

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåí èíòåðôåéñ ïðîãðàììû. Ñâåðõó ðàñïîëîæåíû ïÿòü îêîí, â
êîòîðûõ äèíàìè÷åñêè ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòà íà ïëîñêîñòè
Oxy ëèáî îöåíêè òðàåêòîðèè â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ðåæèìà, à òàêæå ãðàôèêè
ýëåìåíòîâ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ëèáî èõ îöåíîê. Ïðîãðàììà ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü
ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå â äâóõ ðåæèìàõ: 1) â ðåæèìå ïîñòðîåíèÿ òðàåê-
òîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà ñîãëàñíî ìîäåëÿì Ä-ÌÏÐÄ (ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå)
è Ä-ÌÊÐÄ (êðóãîâîå äâèæåíèå ñ çàäàííûì ðàäèóñîì); 2) ïðè íàëè÷èè ïîìåõ èçìå-
ðåíèé â ðåæèìå ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ.

Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü òðàåêòîðèþ (âîçìîæíî, çàøóìëåííóþ), ñî-
ñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ ïðÿìîëèíåéíîãî è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ. Ïëàí
è ïàðàìåòðû òðàåêòîðèè ìîæíî çàäàòü â îêíå ñ íàçâàíèåì ≪Trajectory≫. Êðîìå òî-
ãî, ìîæíî âûáðàòü òèï âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà: ìîäåëèðîâàíèå (≪Modeling≫)
ëèáî îöåíèâàíèå (≪Estimation≫), à òàêæå âûáðàòü àëãîðèòì ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ
(CKF, SRCF èëè UD-CF), çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (êîîðäèíàòû îáúåêòà è ïðîåê-
öèè ñêîðîñòè), ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè τ è ìàòðèöû êîâàðèàöèé øóìîâ â óðàâíåíèè
ñîñòîÿíèÿ Q è â óðàâíåíèè èçìåðåíèÿ R. Ïîñëå íàæàòèÿ êíîïêè ≪START≫ âûïîëíÿ-
åòñÿ äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñîõðàíèòü â âèäå
òåêñòîâîãî ôàéëà ñ öåëüþ èõ äàëüíåéøåãî àíàëèçà.
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5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðåæèìå îöåíèâà-
íèÿ çàøóìëåííîé òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ âûáðàí àëãîðèòì UD-CF. Ïåðåä íà÷àëîì ìîäåëèðîâàíèÿ áûë óñòàíîâëåí
ñëåäóþùèé ïëàí òðàåêòîðèè: äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0);
10 òàêòîâ äèñêðåòíîãî âðåìåíè îáúåêò äâèãàëñÿ â ðåæèìå ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëè-
íåéíîãî äâèæåíèÿ, çàòåì â òå÷åíèå 50 òàêòîâ äèñêðåòíîãî âðåìåíè îáúåêò ñîâåðøàë
êðóãîâîå äâèæåíèå âëåâî ñ ðàäèóñîì r = 2, è â òå÷åíèå 60 òàêòîâ äèñêðåòíîãî âðåìåíè
îáúåêò ñîâåðøàë êðóãîâîå äâèæåíèå âïðàâî ñ ðàäèóñîì r = 5.

Â ëåâîì âåðõíåì áîëüøîì îêíå èçîáðàæåí ãðàôèê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íà ïëîñ-
êîñòè Oxy. Òîíêîé ÷åðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû äàííûå èçìåðåíèé zk (çàøóìëåííàÿ
òðàåêòîðèÿ), à òîëñòîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû âû÷èñëåííûå îöåíêè êîîðäèíàò îáúåêòà.

Â ÷åòûðåõ ìåíüøèõ îêíàõ ñïðàâà èçîáðàæåíû âðåìåííûå ãðàôèêè îöåíîê êîîð-
äèíàò îáúåêòà è ãðàôèêè îöåíîê ïðîåêöèé ñêîðîñòåé íà êîîðäèíàòíûå îñè.

Òàêèì îáðàçîì, íà äàííîì ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåðå ïîäòâåðæäåíà ðàáîòîñïîñîá-
íîñòü àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà.

Çàêëþ÷åíèå

Ïåðå÷èñëèì ïîëó÷åííûå â ðàáîòå íîâûå ðåçóëüòàòû:
1. Ïîñòðîåíà íîâàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü Ä-ÌÊÐÄ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ âëåâî (ïðî-

òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè)/âïðàâî (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) ñ çàäàííûì ðàäèóñîì.
2. Ñôîðìóëèðîâàí è ïîäòâåðæäåí íà ïðàêòèêå íîâûé àëãîðèòì ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêîâ ïðÿìîëè-
íåéíîãî è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ âëåâî ëèáî âïðàâî ñ çàäàííûì ðàäèóñîì. Òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñëîæíîé òðàåêòîðèè ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîäû îïòèìàëüíîé äèñêðåò-
íîé ôèëüòðàöèè äëÿ åå îöåíèâàíèÿ â óñëîâèÿõ çàøóìëåííûõ íåïîëíûõ èçìåðåíèé.

3. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ≪Ìîäåëèðîâàíèå è îöåíèâàíèå òðàåêòîðèè
ïîäâèæíîãî îáúåêòà v1.0≫ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ òðàåêòîðèè
äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà íà îñíîâå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî
è êðóãîâîãî äâèæåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñó-
äîâîæäåíèÿ, ðîáîòîòåõíèêè, îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ñî ñêàíèðóþùèõ äàëüíîìåðîâ è äð.
Îíè òàêæå ïîñëóæàò îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷è îáíàðó-
æåíèÿ ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ è äèàãíîñòèêè ðåæèìîâ äâèæåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè.
Ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ïîçâîëèò ïîñòðîèòü íîâûå àëãîðèòìû ñëåæåíèÿ çà îáúåê-
òîì, äâèæóùèìñÿ ïî ñëîæíîé òðàåêòîðèè.

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé (ãðàíò � 16-41-730784)
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A new linear discrete model of the left/right circular motion with the speci�ed radius

is constructed. A new algorithm for mathematical modelling of a moving object trajectory

118 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2017, vol. 10, no. 3, pp. 108�119



ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

consisting of straight line segments and circular motion under the conditions of incomplete
noisy measurements is formulated and implemented. It is shown how to apply algorithms
for discrete optimal �ltering to the evaluation of such a trajectory. A software package
"Modelling and estimation of a moving object trajectory v1.0" is developed for modelling
and estimation of a linear trajectory of a moving object on the basis of discrete models of
uniform piecewise linear and circular motion. The results can be applied to solve practical
problems of navigation, robotics, signal processing of scanning range �nders and others.

Keywords: maneuvering moving objects; discrete stochastic model; linear estimation;

MATLAB.
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