
ÓÄÊ 519.632.4 DOI: 10.14529/mmp180210

ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ È ÀÍÀËÈÇ ÁÛÑÒÐÎÃÎ ÏÑÅÂÄÎÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÃÎ
ÌÅÒÎÄÀ ÐÅØÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÄÈÐÈÕËÅ

Á.Â. Ñåìèñàëîâ, Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ,
ã. Íîâîñèáèðñê, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ; Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Íîâîñèáèðñê, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ

Ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 1D, 2D è 3D êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ìåòîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ÷åáûøåâ-
ñêèõ ïðèáëèæåíèé èñêîìîé ôóíêöèè, íå èìåþùèõ íàñûùåíèÿ, è íîâîãî ïîäõîäà ê ôîð-
ìèðîâàíèþ è ðåøåíèþ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû ïðè äèñêðåòèçàöèè èñõîäíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû àïïðîêñèìèðóþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ìàòðèö, à ñàìî óðàâíåíèå (â 2D è 3D ñëó÷àÿõ) � ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ
Ñèëüâåñòðà, ëèáî åãî òåíçîðíîãî îáîáùåíèÿ. Â òåñòîâûõ çàäà÷àõ ñ ðåøåíèÿìè ðàç-
ëè÷íîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà îò ãëàäêîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ, ñòðîãî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêàì ïîãðåøíîñòè
íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Óêàçàííûå ñâîéñòâà ñâèäåòåëüñòâóþò îá
îòñóòñòâèè íàñûùåíèÿ àëãîðèòìà è îáåñïå÷èâàþò íèçêèé ðàñõîä ïàìÿòè è ìàøèííî-
ãî âðåìåíè ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âûñîêèé ïîðÿäîê
ãëàäêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷åáûøåâñêèå ïðèáëèæåíèÿ; êðàåâàÿ çàäà÷à; íåëîêàëüíûé ìåòîä

áåç íàñûùåíèÿ; óðàâíåíèå Ñèëüâåñòðà; ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ.

Ââåäåíèå

Ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè íà ÝÂÌ ñïåöè-
àëèñòû íåèçáåæíî ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðîáëåìîé ìèíèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò
ïðè ñîõðàíåíèè íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Àêòóàëüíîñòü ýòîé ïðîáëåìû îñî-
áåííî îñòðî ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, ãäå òðåáóåòñÿ ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ ñ âûñî-
êîé òî÷íîñòüþ (êâàíòîâàÿ ôèçèêà, îïòèêà, õèìèÿ, ïðîáëåìû ñîçäàíèÿ âûñîêîòî÷íûõ
ñèñòåì íàâèãàöèè, ìåòåîðîëîãèÿ è äð.); ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ ìàëûìè ïà-
ðàìåòðàìè è áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè; çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, â êîòîðûõ îãðàíè-
÷åíèÿ îáúåìîâ ïàìÿòè ñòàíîâÿòñÿ íàèáîëåå êðèòè÷íûìè; à òàêæå ïðè îïòèìèçàöèè
ñëîæíûõ ñèñòåì, ñâîäÿùåéñÿ ê ðåøåíèþ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðÿìûõ çàäà÷.

Ðåøåíèå óêàçàííîé ïðîáëåìû âèäèòñÿ âî âñåñòîðîííåì ó÷åòå ñâîéñòâ äèôôåðåí-
öèàëüíîé çàäà÷è ïðè ïîñòðîåíèè âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Àâòîìàòè÷åñêèé ó÷åò âàæ-
íåéøåãî èç òàêèõ ñâîéñòâ � ñâîéñòâà ãëàäêîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ � îáåñïå÷èâàåòñÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ áåç íàñûùåíèÿ (ñì. [1, 2]). Èçâåñòíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ðÿ-
äîâ Ôóðüå è èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ñ óçëàìè ×åáûøåâà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Äèíè � Ëèïøèöà, îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòèêó
ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ìåäëåííî-
ðàñòóùèõ ìíîæèòåëåé (êîíñòàíò Ëåáåãà). ×åì âûøå ãëàäêîñòü ôóíêöèè, òåì âûøå
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êîíñòðóèðîâàíèþ, îáîñíîâàíèþ è àïðîáàöèè íîâî-
ãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà íà îòðåçêå â ïðÿìîóãîëüíèêå è â êóáå. Ãëàäêîñòü ðå-
øåíèé òàêèõ óðàâíåíèé çà÷àñòóþ äîñòàòî÷íî âûñîêà, ÷òî îïðåäåëÿåò çíà÷èòåëüíóþ
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ýôôåêòèâíîñòü ïðèáëèæåíèé áåç íàñûùåíèÿ â ýòèõ çàäà÷àõ. Â ðàçäåëå 1 ïðèâåäåíû
òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïðèáëèæåíèé
áåç íàñûùåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ãëàäêîñòè (ðåãóëÿðíîñòè) ïðèáëèæàåìîé
ôóíêöèè.

Ðàçäåëû 2, 3 ïîñâÿùåíû ôîðìèðîâàíèþ è ðåøåíèþ çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû, ñî-
îòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêå. Çäåñü íà îñíîâå ÷åáûøåâ-
ñêèõ ïðèáëèæåíèé, ìåòîäà êîëëîêàöèé, èòåðàöèîííîãî ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ, íàáî-
ðà íåñòàöèîíàðíîé ðåãóëÿðèçàöèè è ìåòîäîâ, îïèñàííûõ â [3], ïîëó÷åíû ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) â ôîðìå óðàâíåíèé Ñèëüâåñòðà è èõ
òåíçîðíûõ îáîáùåíèé. Äàëåå ïðåäëîæåí àïïàðàò äëÿ ðàáîòû ñ ýòèìè óðàâíåíèÿìè,
ïîçâîëèâøèé íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ñíèçèòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ
êëàññè÷åñêîé ñõåìîé ìåòîäà êîëëîêàöèé (ÊÑÌÊ). Ïîä ïîñëåäíåé çäåñü è äàëåå ïîíè-
ìàåòñÿ àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé ñî ÑËÀÓ âèäà Ax = b, èìåþùåé åäèíóþ ðàçðåæåííóþ
ìàòðèöó A áîëüøîãî ðàçìåðà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ áåç íàñûùåíèÿ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò âîïðîñ î ñîîòâåòñòâèè òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîðÿäêó ãëàäêîñòè èñêîìûõ
ôóíêöèé. Â [1] äëÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ ïðåäëîæåí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà
ìåòîäå êîëëîêàöèé è ÷åáûøåâñêèõ ïðèáëèæåíèÿõ, è äàíî ñòðîãîå îáîñíîâàíèå îòñóò-
ñòâèÿ åãî íàñûùåíèÿ (ñì. ãë. 9, §5, ñ. 563�572). Èäåÿ àïïðîêñèìàöèè èç [1] âçÿòà çà
îñíîâó ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Îäíàêî çäåñü ðå÷ü èäåò î ðåøå-
íèè íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Îáùèõ ïîäõîäîâ ê
îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè è íåíàñûùàåìîñòè ïîäîáíûõ ñõåì äî ñèõ ïîð ïðåäëîæåíî
íå áûëî. Â ðàçäåëå 4 ïðè ðåøåíèè òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçàíî ïîâûøåíèå ïîðÿäêà àï-
ïðîêñèìàöèè ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà ãëàäêîñòè èñêîìûõ
ôóíêöèé â ñòðîãîì ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì åãî íåíàñûùàåìîñòè. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ðà-
áîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå åäèíîãî (íåëîêàëüíîãî) ïðèáëèæåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè ïîëèíîìîì (1D ñëó÷àé) ëèáî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîëèíîìîâ (2D è 3D ñëó-
÷àè). Â ñâÿçè ñ óêàçàííûìè îáñòîÿòåëüñòâàìè ðàçðàáîòàííûé ìåòîä áóäåì èìåíîâàòü
äàëåå íåëîêàëüíûì ìåòîäîì áåç íàñûùåíèÿ (äàëåå � ÍÌÁÍ).

1. Î ïðèáëèæåíèè ãëàäêèõ ôóíêöèé

Íèæå ïðèâåäåíû òåîðåìû, õàðàêòåðèçóþùèå àñèìïòîòèêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
æåíèé, èñïîëüçîâàííûõ â ìåòîäå. Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 4 äåìîíñòðèðóþò òå æå àñèìï-
òîòèêè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Ïóñòü D = [a, b] ∈ R,
f ∈ C(D),

∥f∥ = max
x∈D

|f(x)|, ∥f∥p =
( b∫

a

|f(t)|dt
) 1

p

1 ≤ p ≤ ∞,

ïðè p = ∞ ïîëàãàåì ∥ · ∥p = ∥ · ∥, Wr
p(M,D) = {f ∈ Cr(D) : ∥f (r)∥p ≤M} � ìíîæåñòâà

ãëàäêèõ ôóíêöèé, Lp-íîðìû r-õ ïðîèçâîäíûõ êîòîðûõ îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé M .
Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñ êëàññàìè ôóíêöèé W r

p (M,D), ÿâëÿþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè
ìíîæåñòâ Wr

p(M,D) â íîðìå ∥ · ∥p. Â ðàìêàõ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé f ∈
W r

p (M,D) òðàäèöèîííî ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1]).
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ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

1. Àïïðîêñèìèðóþùèé êîíå÷íîìåðíûé êîìïàêò Kn, ýëåìåíòû êîòîðîãî
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ f(x) è, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿþò ðÿäû èëè ïîëè-
íîìû, ñîäåðæàùèå n ñëàãàåìûõ èëè ìîíîìîâ.

2. Îïåðàòîð ïðèáëèæåíèÿ (èëè ïðîñòî ïðèáëèæåíèå) ôóíêöèè f(x)
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Pn, îñóùåñòâëÿþùåå ïðîåêöèþ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà êîìïàêò (Pn : C(D) → Kn èëè Pn : W r

p (M,D) → Kn).
3. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ∈ C(D) � ýëåìåíò en(f,Kn) ∈ Kn, íà

êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü ε∗n(f,Kn) = ε∗n(f) = inf
g∈Kn

∥f − g∥.
4. Êîíñòàíòà Ëåáåãà Λn = sup

f∈C[a,b], f ̸=0

∥Pn(f)∥/∥f∥ � íîðìà îïåðàòîðà Pn, õàðàê-

òåðèçóþùàÿ òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ:

∥f − Pn(f)∥ ≤ (1 + Λn)ε
∗
n(f),

∥f − Pn(f + δ)∥ ≤ (1 + Λn)ε
∗
n(f) + Λnδ.

Çäåñü (f + δ) � ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ âîçìóùåíèåì f(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ D íå
áîëåå ÷åì íà δ∥f∥, δ � ìàëîå ÷èñëî.

5. Ìåòîä áåç íàñûùåíèÿ (íåñòðîãî) � ýòî ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ, îáëàäàþùèé
ïîðÿäêîì ñõîäèìîñòè íàèëó÷øåãî ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ëþáîé ãëàä-
êîñòè (ðåãóëÿðíîñòè) àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå, îñíîâàííîå
íà àíàëèçå àñèìïòîòèêè ïîïåðå÷íèêîâ Àëåêñàíäðîâà, äàíî â [2]. Ìåòîäû áåç íàñû-
ùåíèÿ íàøëè ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå â ðàáîòàõ Ñ.Ä. Àëãàçèíà, À.Ë. Àôåíäèêîâà,
Â.Í. Áåëûõ, À.Ì. Áëîõèíà.

Ðåçóëüòàòû òåîðèè ïðèáëèæåíèé ïîçâîëÿþò âûäåëèòü òðè êëàññà ãëàäêèõ
ôóíêöèé, èìåþùèõ ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå àñèìïòîòèêè ïîãðåøíîñòåé íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé â ïðîñòðàíñòâå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ.

I. Äëÿ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ãëàäêîñòüþ f ∈ W r
p (M,D) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåî-

ðåìîé Äæåêñîíà èìååò ìåñòî ñòåïåííàÿ ñõîäèìîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé r-ãëàäêîé ôóíêöèè f(t) è ÷èñëà n ∈ N,
n ≥ r ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì Tn(t) òàêîé, ÷òî

|f(t)− Tn(t)| ≤ 12r+1 1

nr
ω

(
f (r);

1

n

)
, (1)

ãäå ω(f ; q) = sup
x∈[0,2π−h], h∈[0,q]

|f(x+h)−f(x)| � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè f ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Êîíêðåòíûé âèä Tn(t) è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñì. â [5, ñ. 204�208]. Òåîðåìà 1
áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé f ∈ W r

p (M,D) [1, ñ. 158�159].

Òåîðåìà 2. Äëÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé èìååò ìåñòî îöåíêà

sup
f∈W r

p (M,D)

ε∗n(f,Kn) ≤MCrn
−r, (2)

ãäå Cr çàâèñèò òîëüêî îò r è ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó.
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Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â åñëè ω(f (r); q) < Mqα, 0 < α ≤ 1, òî äëÿ äàííîé f ñóùå-
ñòâóåò áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà [5, ñ. 244]:

ε∗n(f,Kn) ≤MC1
rn

−r−α, (3)

ãäå C1
r çàâèñèò òîëüêî îò r.

II. Äëÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ îñîáåííîñòü (ïîëþñ,
óñòðàíèìóþ îñîáóþ, ëèáî ñóùåñòâåííî-îñîáóþ òî÷êó) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C,
Áåðíøòåéíîì äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé, èìåþùèõ ýêñïîíåí-
öèàëüíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 3. [4, 5, ñ. 465�467] Ïóñòü M � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ îäíîñâÿçíûì
äîïîëíåíèåì â C. Òîãäà åñëè f(z) (z ∈ M) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè M1 ∈ M
ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îñîáåííîñòü íà ãðàíèöå Γ = ∂M, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëî q (0 <
q < 1) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Pn(z), òàêèå ÷òî

|f(z)− Pn(z)| ≤ AfCq
n, ∀z ∈ M1, C = const, (4)

ãäå Af = max
z∈∂M1

|f(z)|. Âûáèðàÿ M è M1 òàêèìè, ÷òî D ⊂ M1 ⊂ M, ïîëó÷àåì

ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñõîäèìîñòü â D ñî çíàìåíàòåëåì q, âåëè÷èíà êîòîðîãî çàâèñèò îò
âûáîðà M è M1.

III. Äëÿ öåëûõ ôóíêöèé (àíàëèòè÷åñêèõ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè) ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ âûøå ýêñïîíåíöèàëüíîé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f(x) � öåëàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b], M(n) � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ f : ∥f (n)∥ ≤M(n). Òîãäà èìååò
ìåñòî îöåíêà

ε∗n(f,Kn) ≤
M(n)(b− a)n21−2n

n!
=
M(n)qn

n!
, lim

n→∞

M(n)

n!
= 0. (5)

Ïîñëåäíåå ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî äëÿ öåëûõ ôóíêöèé âûïîëíåíî â ñèëó ôîðìóëû
Êîøè � Àäàìàðà. Îòìåòèì, ÷òî (5) ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ èíòåðïîëÿöèîííûì
ïîëèíîìîì ñ óçëàìè ×åáûøåâà. Â ñëó÷àå M(n) ≤ an, a ∈ R, èìååò ìåñòî ôàêòîðè-
àëüíàÿ ñõîäèìîñòü.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñâîéñòâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé â äàííîé ðàáîòå áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèé â ðÿä Ôóðüå è â ðÿä ñ áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ïî-
ëèíîìîâ ×åáûøåâà Tn(x) = cos(n arccos(x)). Â [1] îáîñíîâàíî îòñóòñòâèå íàñûùåíèÿ
òàêèõ ïðèáëèæåíèé. Êðîìå ýòîãî, èõ êîíñòàíòû Ëåáåãà ðàñòóò ìåäëåííî ñ ðîñòîì
n [5, ñ. 112�115].

Òåîðåìà 5. Êîíñòàíòà Ëåáåãà ïðèáëèæåíèé ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà Ôóðüå

Φn ëîãàðèôìè÷åñêè çàâèñèò îò n, Λn =
4

π
lnn+Rn, ãäå Rn < 3.

Òåîðåìà 6. Êîíñòàíòà Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ñ óçëàìè â íóëÿõ

ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà Tn ëîãàðèôìè÷åñêè çàâèñèò îò n, Λn =
2

π
lnn + 1 − θn, 0 <

θn <
1
4
.
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2. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàí íåëîêàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå
ðàçìåðíîñòåé d = 1, 2, 3 äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

d = 1 : uxx = f(u, x), d = 2 : uxx + uyy = f(u, x, y),

d = 3 : uxx + uyy + uzz = f(u, x, y, z),
(6)

ãäå u ∈ C(D) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f � èçâåñòíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü (âîçìîæíî, ðàçðûâ-
íàÿ). Ðàçðàáàòûâàåìûé ìåòîä íåñëîæíî ìîäèôèöèðîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì. íèæå).

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä âîñõîäèò ê ðàáîòàì [3, 6] è ïðåäñòàâëÿåò ïñåâäîñïåêòðàëü-
íûé ìåòîä. Â íåì äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíû èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëè-
íîìû íà îòðåçêå [−1, 1] ñ óçëàìè â íóëÿõ ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà xj = cos((2j−1)π/2N),
j = 1, ..., N , ïðåäñòàâëåííûå â ôîðìå Ëàãðàíæà:

P1D(u, x) =
N∑
j=1

ζ(x, xj)TN(x)

(x− xj)T ′
N(xj)

u(xj), ζ(x, xj) =
1− x2

1− x2j
. (7)

Ôóíêöèÿ ζ(x, xj) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ïîñòàâëåííûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Íåèçâåñò-
íóþ ôóíêöèþ áóäåì ïðèáëèæàòü ñóììîé u(x) ≈ P1D(u, x) + v(x), ãäå P1D(u,±1) = 0,
v(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåîäíîðîäíûì óñëîâèÿì. Ðàññìîòðèì
äàëåå ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ u(x) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ Äèðèõëå: u(−1) = φ, u(1) = ψ. Îïðåäåëèì v(x) =
((ψ − φ)x+ (φ+ ψ))/2. Òîãäà

u′(x) ≈ P ′
1D(u, x) + (ψ − φ)/2; u′′(x) ≈ P ′′

1D(u, x).

Ïîëîæèì s =
√
1− x2, sj =

√
1− x2j , uj = u(xj). Äèôôåðåíöèðóÿ P1D ïî x, ïîëó÷àåì

P ′
1D(u, x) =

1

N

N∑
j=1

(−1)j−1

{
2xxj − x2 − 1

(x− xj)2sj
TN(x) +

s2

sj(x− xj)
T ′
N(x)

}
uj, (8)

P ′′
1D(u, x) =

1

N

N∑
j=1

(−1)j−1

{
2s2j −N2(x− xj)

2

(x− xj)3sj
TN(x)−

(x2 − 3xxj + 2)

sj(x− xj)2
T ′
N(x)

}
uj. (9)

Ïåðåõîäÿ â (8), (9) ê ïðåäåëó ïðè x→ xi è èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, íàõîäèì

P ′
1D(u, xi) =

N∑
j=1,j ̸=i

(−1)i+j si
sj(xi − xj)

uj −
3xi
2s2i

ui, (10)

P ′′
1D(u, xi) =

N∑
j=1,j ̸=i

(−1)i+j−12s
2
i + 3xi(xi − xj)

sjsi(xi − xj)2
uj −

(N2 + 5)s2i + 3x2i
3s4i

ui. (11)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

aij =
(−1)i+jsi
sj(xi − xj)

, aij = (−1)i+j 2s
2
i + 3xi(xi − xj)

sjsi(xi − xj)2
, i, j = 1, ..., N, i ̸= j, (12)
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ni = −3xi/(2s
2
i ), νi = −((N2 + 5)s2i + 3x2i )/(3s

4
i ), i = 1, ..., N, (13)

U =


u1
u2
...
uN

 , Ux =


(ux)1
(ux)2
...

(ux)N

 =


ux(x1)
ux(x2)

...
ux(xN)

 ,

Uxx =


(uxx)1
(uxx)2
...

(uxx)N

 =


uxx(x1)
uxx(x2)

...
uxx(xN)


è ñôîðìèðóåì N ×N ìàòðèöû

A =


n1 a12 ... a1N
a21 n2 ... a2N
...

... ...
...

aN1 aN2 ... nN

, A =


ν1 a12 ... a1N
a21 ν2 ... a2N
...

... ...
...

aN1 aN2 ... νN

.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèÿõ (6), ïîëó÷èì ôîðìóëû

Ux ≈ AU + Vx, Uxx ≈ AU, (14)

ãäå Vx � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè (vx)i = −(φ+ψ)/2, ∀i = 1, ..., N . Äàëåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àëãîðèòìîâ âîñïîëüçóåìñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A, àïïðîêñèìèðóþ-
ùåé âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

A = RADAR
−1
A , (15)

ãäå RA � ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ âåêòðîâ A; DA � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé A � djA, j = 1, ..., N .

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè âû÷èñëåíèè ñïåêòðà ìàòðèöû A äëÿ N = 2, ..., 200 ñ ïîìîùüþ
QR-àëãîðèòìà, ðåàëèçîâàííîãî â MATLAB, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà A ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è õîðîøî îòäåëèìûìè (ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ÷èñëàìè åñòü 6, 88). Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå (15) êîððåêòíî. Óäà÷íûì îáñòîÿ-
òåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííûé ðîñò îáóñëîâëåííîñòåé ìàòðèö RA ñ ðîñòîì N , îáåñ-
ïå÷èâàþùèé óñòîé÷èâîñòü ðàçðàáàòûâàåìîãî àëãîðèòìà ê ïîãðåøíîñòÿì îêðóãëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ìàòðèöû A, A, RA, DA, R
−1
A

äëÿ ðàçíûõ N öåëåñîîáðàçíî çàíåñòè â áàçó äàííûõ, ÷òîáû íå òðàòèòü âðåìÿ íà èõ
ðàñ÷åò.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå (d = 2, D = [−1, 1]2, u(x, y) ∈ C(D) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ) ââå-
äåì â îáëàñòè D ñåòêó ñ óçëàìè (xj, yk), ãäå xj = cos 2j−1

2N
π, yk = cos 2k−1

2K
π, j = 1, ..., N ,

k = 1, ..., K. Ïîëîæèì ujk = u(xj, yk), (uµ)jk = uµ(xj, yk), ãäå µ îáîçíà÷àåò îäíó èç
ïðîèçâîäíûõ µ ∈ {x, y, xx, yy, xy}. Ïóñòü U = (ujk), Uµ = ((uµ)jk) � N ×K ìàòðèöû.
Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè u(x, y) èñïîëüçóåì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìîâ âèäà
(7):

P2D(u, x, y) =
N∑
j=1

K∑
k=1

ζ(x, xj)TN(x)

(x− xj)T ′
N(xj)

ζ(y, yk)TK(y)

(y − yk)T ′
K(yk)

u(xj, yk). (16)
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Òîãäà u(x, y) ≈ P2D(u, x, y) + v(x, y), P2D óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì, à v(x, y) �
íåîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: v = vx + vy, ãäå vx(x, y) = αx(y)x + βx(y),
vy(x, y) = αy(x)y + βy(x),

vx|y=±1 = vy|x=±1 = 0. (17)

Çíà÷åíèÿ (αx, βx), (αy, βy) ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâè-
ÿì íà ãðàíèöàõ x = ±1, y = ±1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì â ñèëó (17) ïîñëå ñóììè-
ðîâàíèÿ v = vx + vy ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì êðàåâûì óñëîâèÿì íà
ãðàíèöå D.

Ïðîâîäÿ âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå (8)�(14) (ñì. òàêæå [3]), ïîëó÷àåì ìàòðèöû, àï-
ïðîêñèìèðóþùèå ïðîèçâîäíûå u(x, y) � A, B, A, B:

Ux ≈ AU +Vx, Uy ≈ UBT +Vy, Uxx ≈ AU, Uyy ≈ UBT , Uxy ≈ AUBT +Vxy. (18)

Çäåñü ìàòðèöû çíà÷åíèé vµ(x, y) íà ââåäåííîé ñåòêå Vµ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Vx = V x
x + AV y, Vy = V xBT + V y

y , Vxy = V x
x B

T + AV y
y , (19)

ãäå V x,y
µ � ìàññèâû, ñîäåðæàùèå vx,yµ (xj, yk).

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (d = 3, D = [−1, 1]3, u(x, y, z) ∈ C(D) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ)
ââåäåì â îáëàñòè D ñåòêó ñ óçëàìè (xj, yk, zm), ãäå xj = cos 2j−1

2N
π, yk = cos 2k−1

2K
π,

zm = cos 2m−1
2M

π, j = 1, ..., N , k = 1, ..., K, m = 1, ...,M . Ïîëîæèì umjk = u(xj, yk, zm),
(uµ)

m
jk = uµ(xj, yk, zm), µ ∈ {x, y, z, xx, yy, zz, xy, xz, yz}. Ïóñòü U = (umjk), Uµ = ((uµ)

m
jk)

� òðåõìåðíûå ìàññèâû ðàçìåðà N ×K ×M . Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ u(x, y, z) èñïîëüçóåì
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå:

P3D(u, x, y, z) =
N∑
j=1

K∑
k=1

M∑
m=1

ζ(x, xj)TN(x)

(x− xj)T ′
N(xj)

ζ(y, yk)TK(y)

(y − yk)T ′
K(yk)

ζ(z, zm)TM(z)

(z − zm)T ′
M(zm)

u(xj, yk, zm).

(20)
Òîãäà u(x, y, z) ≈ P3D(u, x, y, z)+v(x, y, z), P3D óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì, à v(x, y, z)
� íåîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî 2D ñëó÷àþ.

Îïðåäåëèì ñëîèñòûå òðåõìåðíûå ìàññèâû A, B, C A, B, C, àïïðîêñèìèðóþùèå
ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u(x, y, z) ïî x, y, z. Ïóñòü amjk è amjk � ýëå-

ìåíòû ìàññèâîâ A è A; ajk è ajk � ýëåìåíòû ìàòðèö A, A. Ñëîèñòûå ìàññèâû A è
A ñîäåðæàò â ñëîÿõ ìàòðèöû A è A, ðàñïîëîæåííûå âäîëü îñè z, ò. å. ∀m amjk = ajk,

amjk = ajk. Àíàëîãè÷íî ìàññèâû B, B è C, C ñîäåðæàò â ñëîÿõ ìàòðèöû B, B è C, C,
ðàñïîëîæåííûå âäîëü îñåé x è y.

Îïðåäåëåíèå 1. Áîêîâûì ïðîèçâåäåíèåì ñëîèñòîãî ìàññèâà A ñî ñëîÿìè A =

(ajs)N×N , ëåæàùèìè âäîëü z, è ìàññèâà U íàçîâåì ìàññèâ α = A
s
× U c ýëåìåí-

òàìè αm
jk =

N∑
s=1

ajsu
m
sk.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôðîíòàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì ìàññèâà B ñî ñëîÿìè B = (bks)K×K,

ëåæàùèìè âäîëü x, è ìàññèâà U íàçîâåì ìàññèâ β = B
f
× U c ýëåìåíòàìè βm

jk =
K∑
s=1

bksu
m
js.
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Îïðåäåëåíèå 3. Âåðõíèì ïðîèçâåäåíèåì ñëîèñòîãî ìàññèâà C ñî ñëîÿìè C =

(cms)M×M , ëåæàùèìè âäîëü y, è ìàññèâà U íàçîâåì ìàññèâ γ = B
u
× U c ýëåìåíòàìè

γmjk =
M∑
s=1

cmsu
s
jk.

Òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ, îñíîâàííûå íà ðàçìåùåíèè ñëîèñòîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî
ìàññèâà ñáîêó, ñïåðåäè èëè ñâåðõó îò U , è óìíîæåíèè ìàòðèö, íàõîäÿùèõñÿ â ñìåæ-
íûõ ñëîÿõ, ïîçâîëÿþò çàïèñàòü îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â âèäå

Ux ≈ A
s
× U, Uy ≈ B

f
× U, Uz ≈ C

u
× U, Uxx ≈ A

s
× U, Uyy ≈ B

f
× U, Uzz ≈ C

u
× U,

Uxy ≈ A
s
× B

f
× U, Uxz ≈ A

s
× C

u
× U, Uyz ≈ B

f
× C

u
× U.

(21)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè 3D ìàññèâû Vµ ñ ïðîèçâîäíûìè vµ(xj, yk, zm) îïóùåíû. Îñ-
íîâûâàÿñü íà ââåäåííûõ îïåðàöèÿõ, ìîæíî çàïèñàòü ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ñëîè-

ñòûõ ìàññèâîâ, íàïðèìåð, A = RA

s
× DA

s
× R−1

A , ãäå RA, DA, R
−1
A � ñëîèñòûå ìàññèâû

ñî ñëîÿìè, ðàñïîëîæåííûìè âäîëü îñè z è ñîäåðæàùèìè ìàòðèöû RA, DA, R
−1
A . Ïî-

äðîáíîå îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè ââåäåííûõ îïåðàöèé äàíî â [3].
Îïèñàííûå ïðèáëèæåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ìîæíî îáîá-

ùèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà è ðàçìåðíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ.

3. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Ïîñëå àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèÿõ (6)
ïðèõîäèì ê íåëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì, çàïèñàííûì äëÿ âåêòîðîâ (d = 1), ìàòðèö
(d = 2) èëè 3-ìåðíûõ ìàññèâîâ (d = 3). Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñîîòíîøåíèé áóäåì
ñòðîèòü èòåðàöèîííûå ïðîöåññû íà îñíîâå ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

L(x, u)u = f(x, u), u|∂D = g(x), (22)

ãäå L = L(x, u) � îïåðàòîð ãëàâíûõ êîýôôèöèåíòîâ, D = [−1, 1]d, x ∈ D ⊂ Rd. Ìåòîä
óñòàíîâëåíèÿ ñîñòîèò âî ââåäåíèè íîâîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé t è íåñòàöèîíàðíîãî
îïåðàòîðà � ðåãóëÿðèçàöèè Bt ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è
(22) íà íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé u(t,x):

Btu = L(x, u)u− f(x, u), u(t,x)|x∈∂D = g(x), u(0,x) = u0(x). (23)

Ðåøåíèå çàäà÷è (22) èùåòñÿ êàê ïðåäåë ðåøåíèé (23) ïðè t→ ∞.

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ðåãóëÿðèçàöèþ Bt =
∂

∂t
, ââåäåì ñåòêó ïî âðåìåííîé ïåðå-

ìåííîé t ñ ïîñòîÿííûì øàãîì τ è óçëàìè ts = τs, s = 1, 2, ... . Ïóñòü û, u � ðå-
øåíèÿ íà s-ì è (s − 1)-ì øàãàõ ïî âðåìåíè, I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Ïîñëå äèñ-

êðåòèçàöèè Btu ≈ û− u

τ
è ¾âûäåëåíèÿ¿ â óðàâíåíèè (23) îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆

(L(x, u) = L(x, u)−∆+∆) çàïèøåì ñõåìó

û = u+ τ(∆û− (f +∆u− Lu)), èëè û = (I − τ∆)−1[u− τ(f + (∆− L)u)]. (24)
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Cõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà L ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà
íà îñíîâå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Êðèòåðèé îñòàíîâêè ïðîöåññà

∥Btu∥/∥u∥ = ∥L(x, u)u− f(x, u)∥/∥u∥ ≤ εS (25)

äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (22) c íåâÿçêîé óñòàíîâëåíèÿ εS.
Çàïèñûâàÿ ïðîñòóþ ðåãóëÿðèçàöèþ óðàâíåíèé (6), ãäå L = ∆, â ñîîòâåòñòâèè ñ

(24), ïîëó÷èì íåÿâíûå ñõåìû ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ:

d = 1 :

(
I − τ

∂

∂x2

)
û = u− τf(u,x),

d = 2 :

(
I − τ

(
∂

∂x2
+

∂

∂y2

))
û = u− τf(u,x),

d = 3 :

(
I − τ

(
∂

∂x2
+

∂

∂y2
+

∂

∂z2

))
û = u− τf(u,x).

(26)

Àïïðîêñèìèðóÿ â (26) âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî ôîðìóëàì âèäà (14), (18), (21) è ïå-
ðåíîñÿ ïðîèçâîäíûå îò äîáàâî÷íûõ ôóíêöèé v â ïðàâóþ ÷àñòü (ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ
âûêëàäîê îíè äàëåå îïóùåíû) ïîëó÷àåì

(E − τA)Û = U − τF (U) = H(U), (27)

(Û − τ(AÛ + ÛBT )) = U − τF (U) = H(U), (28)

(Û − τ(A
s
× Û +B

f
× Û + C

u
× Û)) = U − τF (U) = H(U), (29)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, Û , U � âåêòîðà, ìàòðèöû èëè òðåõìåðíûå ìàññèâû,
ñîäåðæàùèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè íà òåêóùåì è
ïðåäûäóùåì âðåìåííûõ ñëîÿõ, F ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè â óçëàõ ñåòêè (ñì.
ðèñ. 1 äëÿ ñëó÷àÿ d = 3).

Ðèñ. 1. Ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ (29) â âèäå îïåðàöèé ñ òðåõìåðíûìè ìàññèâàìè

Óìíîæàÿ (27) íà ìàòðèöó R−1
A ñëåâà; (28) íà ìàòðèöó R−1

A ñëåâà è R−1
B ñïðàâà;

èëè çàïèñûâàÿ áîêîâîå ïðîèçâåäåíèå (29) íà ñëîèñòûé ìàññèâ R−1
A , ôðîíòàëüíîå ïðî-

èçâåäåíèå íà R−1
B è âåðõíåå ïðîèçâåäåíèå íà R−1

C ñ ó÷åòîì àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèé
ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì ñèñòåìû ñ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè:

(E−τDA)V̂ = G(U), V̂ − τ(DAV̂ + V̂ DB) = G(U),

V̂ − τ(DA

s
× V̂ +DB

f
× V̂ +DC

u
× V̂ ) = G(U),

(30)

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2018. Ò. 11, � 2. Ñ. 123�138

131



Á.Â. Ñåìèñàëîâ

ãäå â ñëó÷àå d = 1 : V̂ = R−1
A Û , G(U) = R−1

A H(U),

â ñëó÷àå d = 2 : V̂ = R−1
A ÛR−1

B , G(U) = R−1
A H(U)R−1

B ,

â ñëó÷àå d = 3 : V̂ = R−1
A

s
× R−1

B

f
× R−1

C

u
× Û , G(U) = R−1

A

s
× R−1

B

f
× R−1

C

u
× H(U).

(31)

Ðåøåíèå (30) äàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ôîðìóëàìè:

äëÿ ñëó÷àÿ d = 1 êîìïîíåíòû âåêòîðà V̂ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè v̂j =
gj

1− τdjA
;

ïðè d = 2 ýëåìåíòû ìàòðèöû V̂ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè v̂jk =
gjk

1− τ(djA + dkB)
;

ïðè d = 3 ýëåìåíòû òðåõìåðíîãî ìàññèâà V̂ � v̂mjk =
gmjk

1− τ(djA + dkB + dmC )
.

Çäåñü gj, gjk, g
m
jk ñóòü êîìïîíåíòû âåêòîðà, ýëåìåíòû ìàòðèöû èëè ìàññèâà G (â

çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè), djA, d
k
B, d

m
C � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö A, B, C, j =

1, ..., N , k = 1, ..., K, m = 1, ...,M . Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ V̂ ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ
óðàâíåíèé íà òåêóùåé èòåðàöèè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

d = 1 : Û = RAV̂ , d = 2 : Û = RAV̂ RB, d = 3 : Û = RA

s
× RB

f
× RC

u
× V̂ . (32)

Ïðè ðåøåíèè íåîáõîäèìî ñëåäèòü, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

τ ̸= 1/djA, τ ̸= 1/(djA + dkB), τ ̸= 1/(djA + dkB + dmC ) ∀j, k,m. (33)

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé (6)
1. Çàäàåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ìàññèâà ðåøåíèÿ U è åãî ïðîèçâîäíûõ, ïðèñóòñòâó-

þùèõ â çàäà÷å. Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ çàäà÷, èìåþùèõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé, íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ íóæíî âûáèðàòü îáîñíîâàííî.

2. Çàäàåì êîëè÷åñòâî óçëîâ N , K, M è çàãðóæàåì èç áàçû äàííûõ (ñì. Çàìå-
÷àíèå 2) àïïðîêñèìèðóþùèå ìàòðèöû è ìàòðèöû èõ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ (33) è òåîðåìàìè î ñõîäèìîñòè èòåðàöèé (åñëè òàêèå èìåþòñÿ) çàäàåì
øàã τ è íåâÿçêó εS.

3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (27) � (29), (31) ðàññ÷èòûâàåì ýëåìåíòû ìàññèâîâ H(U) è
G(U).

4. Ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ V̂ è Û
(ñì. (32)) è ñ÷èòàåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ïî ôîðìóëàì
âèäà (14), (18), (21).

5. Åñëè ∥Û − U∥/∥Ûτ∥ < εS, òî Û � ðåøåíèå, èíà÷å çàäàåì U = Û è âåðíåìñÿ ê

øàãó 3. Çäåñü ∥Û∥ � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýëåìåíòîâ Û .
Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè òàêîãî ïðîöåññà � îòäåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ

êàæäîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, îáîñíîâàííûé âûáîð øàãà τ ïîçâîëÿåò
íå òîëüêî äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ ìàëûìè ïàðàìåò-
ðàìè, íî è óìåíüøèòü ÷èñëî èòåðàöèé â äåñÿòêè è äàæå ñîòíè ðàç. Ñïåêòðàëüíûé
ïîðòðåò àïïðîêñèìèðóþùèõ ìàòðèö ïðè ýòîì èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü [7]. Èíòåðåñíûå
ñîîáðàæåíèÿ ïî ýòîìó ïîâîäó ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè òàêæå â [8].

Òåîðåìà 7. Ïîëîæèì äëÿ íàãëÿäíîñòè N = K = M . Îïèñàííûé ìåòîä òðå-
áóåò ïîðÿäêà p((2d + σ(d + 1))Nd+1 + O(Nd)) îïåðàöèé è s(3N2 + N + {σ(d + 1) +
5}Nd +O(Nd−1)) áàéò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ãäå d � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, σ � êîëè-
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÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, ïðèñóòñòâóþùèõ â óðàâ-
íåíèè (êðàòíûå ïðîèçâîäíûå ñ÷èòàþòñÿ çà îäíó), p � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìåòî-
äà óñòàíîâëåíèÿ, s � îáúåì ïàìÿòè â áàéòàõ, çàíèìàåìûé îäíèì äåéñòâèòåëüíûì
÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè
f(u,x), â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäà ≪ïðåâðàùàþòñÿ≫ â ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè ñ Nd

ýëåìåíòàìè ìàññèâà ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ, òî òàêèõ îïåðàöèé íàñ÷èòûâàåòñÿ
O(Nd). Îñíîâíûå çàòðàòû âðåìåíè ïðè âû÷èñëåíèè H(U) ñîñòîÿò â îïåðàöèÿõ ïî ðàñ-
÷åòó ïðîèçâîäíûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíà óìíîæåíèþ ìàòðèöû íà âåêòîð
(d = 1, N2 îïåðàöèé), ìàòðèöû íà ìàòðèöó (d = 2, N3 îïåðàöèé) è ñëîèñòîãî ìàññè-
âà íà 3D ìàññèâ (d = 3, N4 îïåðàöèé). Îáùåå êîëè÷åñòâî òàêèõ îïåðàöèé � σNd+1.
Ïðî÷èå çàòðàòû âêëþ÷àþò âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ G(U) ïî ôîðìóëàì (31) (dNd+1 îïå-

ðàöèé), âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ V̂ (O(Nd) îïåðàöèé), ýëåìåíòîâ Û ïî ôîðìóëàì (32)
(dNd+1 îïåðàöèé), äîáàâî÷íûõ ìàññèâîâ è èõ ïðîèçâåäåíèé íà àïïðîêñèìèðóþùèå
ìàòðèöû ïî ôîðìóëàì âèäà (21) (dNd+1 +O(Nd) îïåðàöèé äëÿ êàæäîé ïðîèçâîäíîé
â óðàâíåíèè). Ñóììèðóÿ âñå çàòðàòû, ïîëó÷àåì (2d+σ(d+1))Nd+1+O(Nd) îïåðàöèé
íà êàæäîé èòåðàöèè.

Â õîäå ðàñ÷åòîâ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äîëæíû õðàíèòüñÿ
1) àïïðîêñèìèðóþùàÿ ìàòðèöà A, ìàòðèöû åå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ RA(,B,C)

è îáðàòíûå ê íèì (â ñóììå 3 ìàòðèöû ðàçìåðà N ×N ñ ó÷åòîì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà,
÷òî ïðè N =M = K èìååì A = B = C);

2) äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû DA(,B,C) (ñóììàðíûì îáúåìîì N ÷èñåë);
3) ìàññèâû çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ â âûðàæåíèÿõ ïðàâîé ÷àñòè (âñåãî òàêèõ ïðîèç-

âîäíûõ σ−d), ìàññèâû ðåøåíèÿ íà òåêóùåì è ïðåäûäóùåì âðåìåííûõ ñëîÿõ, ìàññèâ

ïðàâîé ÷àñòè è ìàññèâû V̂ , G, ñì. (31) (ñóììàðíûé îáúåì s(σ − d+ 5)Nd);
4) äîáàâî÷íûå ìàññèâû äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ, ðåàëèçóþùèå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (â ñóììå d(σ + 1) ìàññèâîâ);
5) ïðî÷èå äàííûå ìàëîãî îáúåìà (ïàðàìåòðû ìåòîäà, êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ).
Ñóììèðóÿ âñå çàòðàòû ïàìÿòè, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Îòìåòèì ñóùåñòâåííûå ïðåèìóùåñòâà ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ïåðåä ÊÑÌÊ, êîòî-
ðóþ òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò ïðè ðåàëèçàöèè ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ [9]. Òàêàÿ ñõåìà

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ãx⃗ = b⃗ ñ ðàçðÿæåííîé ìàòðèöåé, ãäå x⃗, b⃗
� âåêòîðû çíà÷åíèé ðåøåíèÿ û(x) è çíà÷åíèé u(x) − τf(u,x) â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè
ðàçìåðà NKM ïðè d = 3. Åå ðåøåíèå òðåáóåò O(N3d) îïåðàöèé ïðè N = K = M .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 7 ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ è ðåøåíèÿ ÑËÀÓ òè-
ïà óðàâíåíèé Ñèëüâåñòðà è èõ òåíçîðíûõ îáîáùåíèé (ñì. ðèñ. 1) ïîçâîëÿåò ñíèçèòü
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íà 1, 3 è 5 ïîðÿäêîâ äëÿ d = 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî.

4. Òåñòîâûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Java ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåí-
íûõ êîíöåïöèé îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî àíàëèçà ïðîåêòèðîâàíèÿ è ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ÝÂÌ Intel Core i5-3330 CPU 3.00 GHz, DIMM
DDR3 1600 MHz 8 Gb. Ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó

d2u/dx2 = u2e−x, u(−1) = e−1, u(1) = e. (34)
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Åå òî÷íîå ðåøåíèå � öåëàÿ ôóíêöèÿ uex(x) = ex. Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ìåòîäà
íàéäåíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ uj â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè xj, j = 1, ..., N .
Ïóñòü

uex,j = uex(xj), εspec = M−1 max
j=1,...,N

|uex,j − uj|, M = max
j=1,...,N

uex,j. (35)

Íà ðèñ. 2 à èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü log10 εspec îò êîëè÷åñòâà óçëîâ êîëëîêàöèè N . Èç
ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì, îí ñòðå-
ìèòåëüíî ðàñòåò ñ ðîñòîì N . Ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ëîãàðèôìà
ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (5) îò N . Îòìåòèì, ÷òî ñïëîøíàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè èìåþò
îäèíàêîâûé óãîë íàêëîíà è âûïóêëîñòü, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî àñèìïòîòèêà
ïîãðåøíîñòè ïîñòðîåííîãî ìåòîäà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé
ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè uex, ò.å. ñâîéñòâî íåíàñûùàåìîñòè èñïîëü-
çîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðåíîñèòñÿ íà ðàçðàáîòàííûé ìåòîä. Áîëåå ïîäðîáíî ýòà
òåìà îáñóæäàåòñÿ íèæå.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è (34) íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàç-
íîñòåé (ÌÊÐ) ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõòî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé è
ìåòîäà ïðîãîíêè. Ïóñòü ïî óñëîâèþ çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñ òî÷íî-
ñòüþ äî øåñòè çíà÷àùèõ öèôð (íå ìåíåå). Äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè ε = 10−6

(ñì. ðèñ. 2 á) ÌÊÐ òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñåòêó èç N = 197 óçëîâ, â òî âðåìÿ êàê ðàç-
ðàáîòàííîìó ìåòîäó äîñòàòî÷íî N = 6 óçëîâ. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, íàáëþäàåìîå
òàêæå â 2D è 3D çàäà÷àõ, îïðåäåëÿåò ñóùåñòâåííûå ïðåèìóùåñòâà ðàçðàáîòàííîãî
àëãîðèòìà íàä ÌÊÐ â ñëó÷àå çàäà÷ ñ ðåøåíèÿìè âûñîêîé ãëàäêîñòè.

a) á)

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé (34) îò N â ëîãàðèôìè÷åñêîé
øêàëå: à) ïîãðåøíîñòü εspec; á) ñðàâíåíèå ïîãðåøíîñòåé ÌÊÐ εdiff è ÍÌÁÍ εspec

Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà èññëåäóåì ÷èñëåííî âîïðîñ î íàñûùàåìîñòè ðàçðàáîòàí-
íîãî ìåòîäà. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ðÿä òåñòîâûõ çàäà÷, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå
ïîðÿäêè ãëàäêîñòè ðåøåíèé: îäíîìåðíûå íåëèíåéíûå çàäà÷èu′′ =

2u3

x6
,

u(±1) = ±1,

{
v′′ = 6 3

√
|u|,

v(±1) = 1,

{
w′′ = 12x 4

√
|u|,

w(±1) = ±1
(36)
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ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåøåíèÿìè

u(x) =

{
− x2, x ∈ [−1, 0],

x2, x ∈ (0, 1],
v(x) =

{
− x3, x ∈ [−1, 0],

x3, x ∈ (0, 1],
w(x) =

{
− x4, x ∈ [−1, 0],

x4, x ∈ (0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî u, v, w ÿâëÿþòñÿ 1, 2 è 3 ðàçà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíê-
öèÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, u′ = v′′ = w′′′ = |x|, ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè
ω(|x|; q) = q. Ïîýòîìó â îöåíêå (1) ω(u′; 1

n
) = ω(v′′; 1

n
) = ω(w′′′; 1

n
) = 1

n
è â (3) äëÿ

ýòèõ ôóíêöèé α = 1. Çíà÷èò, ïîðÿäêè àïïðîêñèìàöèè èõ íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé åñòü 2, 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî.

Â äîïîëíåíèå ê îäíîìåðíûì çàäà÷àì (36) ðàññìîòðèì åùå äâóìåðíóþ è òðåõìåð-
íóþ íåëèíåéíûå çàäà÷è


Uxx + Uyy = 12xy(x2 + y2) 4

√
|U |,

U(±1, y) = ± sgn (y)y4,

U(x,±1) = ± sgn (x)x4,


Vxx + Vyy + Vzz = 12z sgn(xy)(x2 + y2) 2

√
|V |+ 2V

z2
,

V (±1, y, z) = ± sgn (yz)y4z2,

V (x,±1, z) = ± sgn (xz)x4z2,

V (x, y,±1) = ± sgn (xy)x4y4

(37)
ñ ðåøåíèÿìè

U(x, y) =

{
− x4, x ∈ [−1, 0]

x4, x ∈ (0, 1]
×

{
− y4, y ∈ [−1, 0]

y4, y ∈ (0, 1],

V (x, y, z) = U(x, y)×

{
− z2, z ∈ [−1, 0]

z2, z ∈ (0, 1].

Ôóíêöèè U , V ÿâëÿþòñÿ 3 è 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè. Îáîáùå-
íèÿ îöåíîê (1) � (3) [1, ñ. 159�166] äëÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ U , V ïðÿìûìè
ïðîèçâåäåíèÿìè ïîëèíîìîâ ãàðàíòèðóþò ïîðÿäêè íå íèæå òðåòüåãî è ïåðâîãî ñîîò-
âåòñòâåííî.

Çàäà÷è (36), (37) ðåøåíû ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà, íàéäåíû
îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèé ïî ôîðìóëàì âèäà (35) è ïîðÿäêè àïïðîêñèìà-
öèè. Äëÿ ýòîãî ñäåëàíû ðàñ÷åòû íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê c äâóêðàòíûì óâåëè-
÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ N = (K = M) = 4, 8, 16, ..., 128. Ïóñòü εNspec(u) � îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ u íà N óçëàõ. Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè àëãîðèòìà
íà N óçëàõ íàéäåì ïî ôîðìóëå

RN(u) = log2(ε
N/2
spec / ε

N
spec), N = 8, 16, ..., 128.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåé εNspec, â òàáë. 2 � çíà÷åíèÿ ïîðÿäêîâ RN

äëÿ ïÿòè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷. Èç ïðèâåäåííûõ äàííûõ âèäíî ñòðîãîå ñîîòâåòñòâèå
ïîëó÷åííûõ ïîðÿäêîâ îöåíêàì òî÷íîñòè íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
Ýòîò ôàêò ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè íàñûùåíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íà
îñíîâå ìåòîäà êîëëîêàöèé â ðàññìîòðåííûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ.
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Òàáëèöà 1

Ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé

N εspec(u) εspec(v) εspec(w) εspec(U) εspec(V )
4 6,686E-03 1,731E-02 4,745E-03 2,945E-03 6,100E-04
8 2,473E-03 1,901E-03 3,33E-04 1,63E-04 2,895E-04
16 5,372E-04 2,323E-04 1,893E-05 9,403E-06 1,294E-04
32 1,282E-04 2,89E-05 1,179E-06 7,803E-07 6,297E-05
64 3,165E-05 3,608E-06 7,365E-08 5,754E-08 2,559E-05
128 7,888E-06 4,509E-07 4,602E-09 3,993E-09 �

Òàáëèöà 2

Ïîðÿäêè àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà

N RN(u) RN(v) RN(w) RN(U) RN(V )
8 1,4349 3,1867 3,8329 4,1753 1,0753
16 2,2026 3,0323 4,1369 4,1158 1,1617
32 2,0674 3,0071 4,0044 3,591 1,0391
64 2,0178 3,0017 4,0012 3,7614 1,299
128 2,0045 3,0004 4,0003 3,8491 �
Ñðåäíåå 1,9454 3,0456 3,9951 3,8985 1,1438

Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ íåëèíåéíàÿ ïðîáëåìà óíèêàëüíà è òðåáóåò îò-
äåëüíîãî àíàëèçà êîëè÷åñòâà åå ðåøåíèé, èõ ñâîéñòâ è ñõîäèìîñòè ìåòîäà óñòàíîâëå-
íèÿ ê òîìó èëè èíîìó ðåøåíèþ. Ïîìèìî ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûì ïîðÿäêîì ãëàäêîñòè,
ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ðåøåíèÿ ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè â êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè (ñì. òåîðåìó 3). Ýòîò ñëó÷àé çäåñü ïîäðîáíî íå îáñóæäàëñÿ â ñèëó îãðàíè÷åíèé ïî
îáúåìó ñòàòüè. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííî-
ãî óðàâíåíèÿ, ñõîäèìîñòè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ è, êîíå÷íî æå, íàñûùàåìîñòè ìåòîäà
äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé çàäà÷è. Òåì íå ìåíåå êîñâåííîå îáîñíî-
âàíèå íåíàñûùàåìîñòè, ïðèâåäåííîå âûøå, ãîâîðèò î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè
ðåàëèçîâàòü ñâîéñòâà íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè ðåøåíèè ñëîæ-
íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì. Ðåàëèçàöèÿ òàêèõ ñâîéñòâ â ðàìêàõ
ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà, â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçàöèþ âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàò ïðè ñîõðàíåíèè íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ è ñóùåñòâåííûå ïðåèìó-
ùåñòâà íàä òðàäèöèîííûìè ñõåìàìè ÌÊÐ è ÊÑÌÊ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 17-71-
10135).
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DEVELOPMENT AND ANALYSIS OF THE FAST PSEUDO SPECTRAL
METHOD FOR SOLVING NONLINEAR DIRICHLET PROBLEMS

B.V. Semisalov, Institute of Computational Technologies SB RAS, Novosibirsk;
Russian Federation, Novosibirsk State University, Novosibirsk,
Russian Federation, ViBiS@ngs.ru

Numerical method for solving one-, two- and three-dimensional Dirichlet problems for
the nonlinear elliptic equations has been designed. The method is based on the application of
Chebyshev approximations without saturation and on a new way of forming and solving the
systems of linear equations after discretization of the original di�erential problem. Wherein
the di�erential operators are approximated by means of matrices and the equation itself is
approximated by the Sylvester equation (2D case) or by its tensor generalization (3D case).
While solving test problems with the solutions of di�erent regularity we have shown a rigid
correspondence between the rate of convergence of the proposed method and the order of
smoothness (or regularity) of the sought-for function. The observed rates of convergence
strictly correspond to the error estimates of the best polynomial approximations and show
the absence of saturation of the designed algorithm. This results in the essential reduction
of memory costs and number of operations for cases of the problems with solutions of a
high order of smoothness.

Keywords: Chebyshev approximation; boundary-value problem; nonlocal method without

saturation; stabilization method.
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