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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ïåðåìåùåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè è ôóíê-
öèÿìè ñòîèìîñòè, äîïóñêàþùèìè çàâèñìîñòü îò ñïèñêà çàäàíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðîöåññà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ìîæåò âûáèðàòüñÿ â ïðåäåëàõ
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè. Ïî
ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñåùåíèå êîíå÷íîé ñèñòåìû ìåãàïîëèñîâ (íåïó-
ñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ) ñ âûïîëíåíèåì òåõ èëè èíûõ ðàáîò, ñòîèìîñòè êîòîðûõ çà-
âèñÿò âñÿêèé ðàç îò ïóíêòà ïðèáûòèÿ è ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ. Ñòîèìîñòè ïåðåìåùåíèé
è âûïîëíÿåìûõ ðàáîò àãðåãèðóþòñÿ àääèòèâíî. Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò
øèðîêî ïîíèìàåìîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé íàõîæäåíèå
ε-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ε > 0.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðøðóòíàÿ çàäà÷à; îãðàíè÷åíèÿ; òî÷êà ñòàðòà.

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îðãàíèçàöèè ñèñòåìû ïåðåìåùåíèé ñ öåëüþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ïîñåùåíèÿ ñèñòåìû êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, âêëþ÷àÿ âûáîð íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ. Èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà ïåðåìåùåíèé îöåíèâàåòñÿ àääèòèâíûì
êðèòåðèåì. Îñîáåííîñòüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ, ò.å. ïðî-
áëåìà íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà. Çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì íà
ýòàïå ñðàâíåíèÿ ýâðèñòèê â çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçóåìóþ
ïðè ýòîì ïðîöåäóðó íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ) ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü è äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåãî îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà (âêëþ÷àÿ âûáîð íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ) ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäúÿâëÿþòñÿ áîëåå æåñò-
êèå òðåáîâàíèÿ ê ïàìÿòè âû÷èñëèòåëÿ, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿ ñîõðàíÿòü âñå ñëîè
ôóíêöèè Áåëëìàíà, â òî âðåìÿ êàê ïðè îïðåäåëåíèè òîëüêî ýêñòðåìóìà è åãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïåðåçàïèñü
óïîìÿíóòûõ ñëîåâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ìåíüøåé çàãðóçêå ïàìÿòè.

Çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè íàõîäÿò øèðîêèå ïðèìåíåíèÿ â èíæåíåðíûõ èññëåäîâà-
íèÿõ. Îòìåòèì òðàíñïîðòíûå çàäà÷è, çàäà÷è óïðàâëåíèÿ èíñòðóìåíòîì ïðè ëèñòîâîé
ðåçêå íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ, çàäà÷è î ñíèæåíèè äîçîâîé íàãðóçêè ïåðñîíàëà ÀÝÑ ïðè
âûïîëíåíèè êîìïëåêñà ðàáîò â óñëîâèÿõ ïîâûøåííîé ðàäèàöèè, çàäà÷è àâèàïîæàðíî-
ãî ïàòðóëèðîâàíèÿ. Õîòÿ ïðîòîòèïîì óïîìÿíóòûõ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èç-
âåñòíàÿ òðóäíîðåøàåìàÿ çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (ÇÊ) [1�5], çäåñü âîçíèêàåò öåëûé ðÿä
îñîáåííîñòåé íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííîãî, íî è êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà: ïîÿâëÿþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿ, óñëîæíåííûå ôóíêöèè ñòîèìîñòè è äð. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ðàçðàáîòêà

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óïîìÿíóòûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìàðøðóòèçàöèåé, òðå-
áóåò ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàïðàâëåíèåì
ñåé÷àñ îòìåòèì [6�9], ãäå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçðàáàòûâàëñÿ âàðèàíò øèðîêî ïîíèìàå-
ìîãî ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ); â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé àïïàðàòà
ÄÏ äëÿ ðåøåíèÿ ÇÊ îòìåòèì [10, 11] (èñïîëüçóåìàÿ â [6�9] ñõåìà ðåøåíèÿ íà îñíîâå
ÄÏ äîïóñêàåò èäåéíóþ àíàëîãèþ ñ [10]). Ñðåäè äðóãèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ÇÊ îñîáî
îòìåòèì ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö [12].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå êîíñòðóêöèÿ [6�8], èñïîëüçóþùàÿ ÄÏ, ïåðåíîñèòñÿ íà ïî-
ñòàíîâêó, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ åùå îïòèìèçèðîâàòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïîñëåäíåå
ìîæíî âûáèðàòü â ïðåäåëàõ íåïóñòîãî è íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, íà êî-
òîðîì çàäàíà ìåòðèêà. Ìû ïîëàãàåì ïîëó÷àþùååñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âïîëíå
îãðàíè÷åííûì (åñëè èñõîäíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîìåðíîì àðèôìåòè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî äîñòàòî÷íà îãðàíè÷åííîñòü). Ïðè ýòîì îðèåíòèðóåìñÿ íà ðåà-
ëèçàöèþ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ñ âûñîêîé, íî âñå æå êîíå÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.
Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî îáõîäà ìåãàïîëèñîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðåáîðíîé, à ïîòîìó äèñêðåòèçàöèÿ ìíîæåñòâà
íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëîãè÷íîé è óêëàäûâàþùåéñÿ â îáùóþ
ñõåìó ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèåé. Ñàì æå âàðè-
àíò óïîìÿíóòîé äèñêðåòèçàöèè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñâîéñòâàìè ñå÷åíèÿ
ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé ñòîèìîñòü âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé. Âñå íàëàãàåìûå óñëîâèÿ
âûïîëíåíû â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è; çàäà÷è òàêîãî ðîäà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (èìåþòñÿ â âèäó ïîñòàíîâêè, â êîòîðûõ ñòîèìîñòè ïåðå-
ìåùåíèé îöåíèâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿìè).

1. Îáùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Èñïîëüçóåì îáû÷íóþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ ñèìâîëèêó (êâàíòîðû, ñâÿçêè è

äð.); ÷åðåç ∅ îáîçíà÷àåì ïóñòîå ìíîæåñòâî, def çàìåíÿåò ôðàçó ≪ïî îïðåäåëåíèþ≫,
△
=

� ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëíèþ. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî
ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Åñëè x è y � îáúåêòû, òî {x; y} åñòü def ìíîæåñòâî, ñî-
äåðæàùåå x, y è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì,

÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà z â âèäå {z} △
= {z; z} ðåàëèçóåòñÿ ñèíãëåòîí, ñîäåðæà-

ùèé z : z ∈ {z}. Ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè, à ïîòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ

îáúåêòîâ u è v îïðåäåëåíà [13, ñ. 67] óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (ÓÏ) (u, v)
△
= {{u}; {u; v}}

ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì u è âòîðûì ýëåìåíòîì v. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÓÏ z ÷åðåç pr1(z)
è pr2(z) îáîçíà÷àåì ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû z ñîîòâåòñòâåííî; îáúåêòû pr1(z) è
pr2(z) ïðè ýòîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû óñëîâèåì z = (pr1(z), pr2(z)). Åñëè æå a, b

è c � îáúåêòû, òî (a, b, c)
△
= ((a, b), c) åñòü [14, ñ. 17] òðèïëåò ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì a,

âòîðûì ýëåìåíòîì b è òðåòüèì ýëåìåíòîì c. Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì, ÷òî [14, ñ. 17]

äëÿ ëþáûõ òðåõ ìíîæåñòâ A, B è C A×B × C
△
= (A×B)× C (äàííîå òîëêîâàíèå

ñóùåñòâåííî â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ).
Åñëè P è Q � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, òî [13, ñ. 77] ÷åðåç QP îáîçíà÷àåì íåïóñòîå

ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç P â Q; òîãäà (Bi)[P ;Q], (Bi)[P ;Q] ⊂
QP , åñòü def ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé P íà Q. Åñëè æå H � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà (Bi)[H;H] íàçûâàåì [15, ñ. 87] ïåðåñòàíîâêàìè ìíîæåñòâà H;
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åñëè ïðè ýòîì α ∈ (Bi)[H;H], òî îïðåäåëåíà ïåðåñòàíîâêà α−1 ∈ (Bi)[H;H], îáðàòíàÿ
ê α:

α(α−1(h)) = α−1(α(h)) = h ∀h ∈ H.

Èñïîëüçóÿ âûøåóïîìÿíóòîå òîëêîâàíèå òðèïëåòîâ, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïó-
ñòûõ ìíîæåñòâ A, B, C è D, îòîáðàæåíèÿ ϕ ∈ DA×B×C , ÓÏ µ ∈ A × B è òî÷êè
ν ∈ C îïðåäåëåí ýëåìåíò ϕ(µ, ν) ∈ D, äëÿ êîòîðîãî èñïîëüçóåì òàêæå îáîçíà÷åíèå

ϕ(µ1, µ2, ν), ãäå µ1
△
= pr1(z) è µ2

△
= pr2(z).

Åñëè Z � ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç P(Z) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (ï/ì)

Z; ïîëàãàåì, ÷òî P ′(Z)
△
= P(Z) \ {∅} (ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ï/ì Z) è Fin(Z) �

ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P ′(Z), ò.å. ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ
ï/ì Z. Åñëè æå Z � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî Fin(Z) = P ′(Z). Åñëè P è Q �

íåïóñòûå ìíîæåñòâà, h ∈ QP è S ∈ P(P ), òî h1(S)
△
= {h(s) : s ∈ S} ∈ P(Q) åñòü îáðàç

ìíîæåñòâà S ïðè äåéñòâèè h.

Â äàëüíåéøåì R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, R+
△
= {ξ ∈ R | 0 ≤ ξ}, N △

= {1; 2; ...} è

N0
△
= N

∪
{0} = {0; 1; 2; ...}; ïðè p ∈ N0 è q ∈ N0

p, q
△
= {k ∈ N0 | (p ≤ k)&(k ≤ q)} ∈ P(N0)

(ñëó÷àé p, q = ∅ íå èñêëþ÷àåòñÿ; â ÷àñòíîñòè, 1, 0 = ∅). Åñëè K � íåïóñòîå êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî (â ÷àñòíîñòè, åñëè K ∈ Fin(S), ãäå S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî), òî
|K| ∈ N åñòü def ìîùíîñòü (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ) K, à (bi)[K] åñòü def ìíîæåñòâî
âñåõ áèåêöèé ≪ïðîìåæóòêà≫; 1, |K| íà K, (bi)[K] ̸= ∅. Ïðè m ∈ N èìååì ðàâåíñòâî

(bi)[1,m] = (Bi)[1,m; 1,m]. Ïîëàãàåì, êàê îáû÷íî, |∅| △
= 0.

Åñëè S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç R+[S] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðè-

öàòåëüíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ (â/ç) ôóíêöèé íà S, ò.å. R+[S]
△
= (R+)

S.

2. Îñíîâíàÿ çàäà÷à

Âñþäó â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, à òàêæå åãî ï/ì X0 ∈
P ′(X). Ìû ïîëàãàåì, ÷òî íà X0 çàäàíà ìåòðèêà [16] ρ ∈ R+[X

0 × X0] (îòìåòèì
åñòåñòâåííûé âàðèàíò: ìåòðèêîé îñíàùåíî X, à ρ åñòü åå ñóæåíèå íà X0, à, òî÷íåå,
íà X0 ×X0), ïðåâðàùàþùàÿ X0 â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X0, ρ). Ïóñòü

B0
ρ(x, ε)

△
= {y ∈ X0 | ρ(x, y) < ε} ∀x ∈ X0 ∀ε ∈ R+ \ {0}

(ââåäåíû îòêðûòûå øàðû â X0, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû). Ïîñòóëè-
ðóåì, ÷òî (X0, ρ) åñòü âïîëíå îãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å.

∀ε ∈]0,∞[ ∃K ∈ Fin(X0) : X0 =
∪
x∈K

B0
ρ(x, ε) (1)

(äàííîå óñëîâèå (1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â êîíå÷íîìåðíûõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ). Ýëåìåíòû X0 ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ íà-
÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàññìàòðèâàåìûìè íèæå çàäà÷àìè
ìàðøðóòèçàöèè.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2018. Ò. 11, � 2. Ñ. 83�95

85



À.Ã. ×åíöîâ, Ï.À. ×åíöîâ

Ïóñòü N ∈ N, N ≥ 2, çàäàíû (íåïóñòûå êîíå÷íûå) ìíîæåñòâà

M1 ∈ Fin(X), ...,MN ∈ Fin(X), (2)

à òàêæå ñâÿçàííûå ñ íèìè íåïóñòûå îòíîøåíèÿ

M1 ∈ P ′(M1 ×M1), ...,MN ∈ P ′(MN ×MN). (3)

Ìíîæåñòâà (2) èìåíóåì ìåãàïîëèñàìè, ïîäëåæàùèìè ïîñåùåíèþ. Êàæäîå òàêîå ïî-
ñåùåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ âûïîëíåíèåì ðàáîò, èìåíóåìûõ äàëåå âíóòðåííèìè (ñàìè
ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó ìåãàïîëèñàìè, à òàêæå èç òî÷åê ìíîæåñòâà X0 ê ìåãàïîëèñàì,
èìåíóåì âíåøíèìè). Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

(X0
∩

Mj = ∅ ∀j ∈ 1, N)&(Mp

∩
Mq = ∅ ∀p ∈ 1, N ∀q ∈ 1, N \ {p}). (4)

Óñëîâèÿ (4) òèïè÷íû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íèæå çàäà÷è; ÓÏ èç ìíîæåñòâàMj, ãäå j ∈
1, N , îïðåäåëÿþò âîçìîæíûå âàðèàíòû âûïîëíåíèÿ âíóòðåííèõ ðàáîò ïðè ïîñåùåíèè
Mj. Ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû ñëåäóþùåãî òèïà

(x ∈ X0) −→ (x
(1)
1 ∈ Mα(1)  x

(1)
2 ∈ Mα(1)) −→ ... −→ (x

(N)
1 ∈ Mα(N)  x

(N)
2 ∈ Mα(N)),

(x
(1)
1 , x

(1)
2 ) ∈ Mα(1), ..., (x

(N)
1 , x

(N)
2 ) ∈ Mα(N), (5)

ãäå α � ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ èç 1, N . Â (5) ïðÿìûå ñòðåëêè ñîîòâåòñòâóþò âíåøíèì
ïåðåìåùåíèÿì, à âîëíèñòûå � ïåðåìåùåíèÿì ïðè âûïîëíåíèè âíóòðåííèõ ðàáîò. Âû-
áîð α ìîæåò áûòü ñòåñíåí óñëîâèÿìè ïðåäøåñòîâàíèÿ, äëÿ ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ
ââåäåì ìíîæåñòâî K ∈ P(1, N × 1, N) (ñëó÷àé K = ∅ íå èñêëþ÷àåòñÿ è ñîîòâåò-
ñòâóåò îòñóòñòâèþ îãðàíè÷åíèé â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ); ÓÏ èç K èìåíóåì
àäðåñíûìè ïàðàìè. Âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) ̸= pr2(z) ∀z ∈ K0 (6)

(â [17, ÷àñòü 2] óêàçàíû êîíêðåòíûå êëàññû çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèå (6)). Îãðàíè÷å-
íèå, íàëàãàåìîå íà âûáîð α, èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë: ïðè z = (i, j) ∈ K ïîñåùåíèå
Mi äîëæíî ïðåäøåñòâîâàòü ïîñåùåíèþ Mj. Ñ ó÷åòîì ýòîãî â âèäå

A
△
= {α ∈ P | α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K},

ãäå P △
= (bi)[1, N ], èìååì ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ ïåðåñòà-

íîâîê èíäåêñîâ èç 1, N . Ïðè ýòîì (ñì. (6); [17, (2.2.53)]) A ̸= ∅, ò.å. A ∈ P ′(P).
Ýëåìåíòû A íàçûâàåì äîïóñòèìûìè ìàðøðóòàìè. Êàê âèäíî èç (5), âûáîð ìàðøðó-
òà, ò.å. ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ, íå îïðåäåëÿåò åùå êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññà.
Ñëåäóÿ [17, ÷àñòü 2], ââåäåì äàëåå òðàññû, ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ∀j ∈ 1, N

(Mj
△
= {pr1(z) : z ∈ Mj})&(Mj

△
= {pr2(z) : z ∈ Mj}). (7)

ßñíî, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ (7) íåïóñòî è ñîäåðæèòñÿ â Mj. Ïîëàãàåì äàëåå

(X
△
= (

N∪
j=1

Mj)
∪

X0)&(X̃ △
= (

N∪
i=1

Mi)
∪

X0), (8)
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ïîëó÷àÿ ìíîæåñòâà èç P ′(X) (ñì. (2), (3)). ×åðåç Z îáîçíà÷àåì ñåé÷àñ ìíîæåñòâà âñåõ
îòîáðàæåíèé

(zt)t∈0,N : 0, N −→ X̃×X.

Åñëè x ∈ X0 è α ∈ P, òî â âèäå

Zα[x]
△
= {(zt)t∈0,N ∈ Z | (z0 = (x, x))&(zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, N)} ∈ Fin(Z) (9)

èìååì ìíîæåñòâî âñåõ òðàññ, ñîãëàñîâàííûõ ñ ìàðøðóòîì α è ñòàðòóþùèõ èç òî÷êè
x. Ñ ó÷åòîì (7) � (9) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè x ∈ X0, α ∈ P, (zt)t∈0,N ∈ Zα[x] è τ ∈ 0, N

(pr1(zτ ) ∈ X̃)&(pr2(zτ ) ∈ X). Ââåäåì, êðîìå òîãî, X △
= X̃

∪
X ∈ P ′(X); âñå òðàåêòîðèè

èç ìíîæåñòâà (9) ðàçâèâàþòñÿ â X× X è ñîîòâåòñòâóþò ñõåìå (5). Ïóñòü

D̃[x]
△
= {(α, z) ∈ A× Z | z ∈ Zα[x]} ∀x ∈ X0; (10)

â (10) ââåäåíû ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ÄÐ) çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîãî îá-
õîäà ìåãàïîëèñîâ ñ ôèêñèðîâàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì (í.ó.). Êðîìå òîãî, ïóñòü

D
△
= {(α, z, x) ∈ A× Z×X0 | (α, z) ∈ D̃[x]}

(ââåäåíî ìíîæåñòâî ÄÐ ïîëíîé çàäà÷è). ÏóñòüN
△
= P ′(1, N); ìíîæåñòâà èçN èìåíóåì

ñïèñêàìè çàäàíèé.
Ôèêñèðóåì ôóíêöèè c ∈ R+[X × X̃ × N], c1 ∈ R+[X̃ × X × N],... ,cN ∈ R+[X̃ ×

X × N], f ∈ R+[X]; êîðòåæ (c, c1, ..., cN , f) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ
âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé, âíóòðåííèõ ðàáîò è òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà, íà
ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå îïðåäåëÿåìîãî â (5). Åñëè α ∈ P è z ∈ Z, òî ïîëàãàåì, ÷òî

Cα[z]
△
=

N∑
s=1

[c(pr2(z(s− 1)), pr1(z(s)), α
1(s,N))+

+cα(s)(z(s), α
1(s,N))] + f(pr2(z(N))).

(11)

Ïîñðåäñòâîì (11) îïðåäåëÿåì êðèòåðèè ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå çàäà÷: ïîëàãàåì α ∈
A è z ∈ Zα[x], ãäå x ∈ X0. Òàê, ñëåäóÿ [6�8], ïðè x ∈ X0 ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó

Cα[z] −→ min, (α, z) ∈ D̃[x], (12)

êîòîðîé ñîïîñòàâëÿåì ýêñòðåìóì (çíà÷åíèå) V [x] ∈ R+ â âèäå íàèìåíüøåãî èç çíà÷å-
íèé Cα[z], (α, z) ∈ D̃[x] è ìíîæåñòâî

(SOL)[x]
△
= {(α0, z0) ∈ D̃[x] | Cα0 [z0] = V [x]} ∈ Fin(D̃[x]) (13)

âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (12). Êðîìå òîãî, èìååì (ïîëíóþ) ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó

Cα[z] −→ inf, (α, z, x) ∈ D, (14)

äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

V △
= inf

(α,z,x)∈D
Cα[z] = inf

x∈X0
V [x] ∈ R+; (15)
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ìíèíèìóì â (15) ìîæåò íå äîñòèãàòüñÿ, ò.ê. ìíîæåñòâî X0 íå ïðåäïîëàãàëîñü êîíå÷-
íûì. Â ñâÿçè ñ (15) ðàññìîòðèì òàêæå çàäà÷ó îïòèìèçàöèè í.ó.:

V [x] −→ inf, x ∈ X0. (16)

Ìû ñòàâèì ñâîåé öåëüþ äîñòèæåíèå V (15) ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷-
íîñòè. Â ýòîé ñâÿçè áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ôóíêöèÿ c óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåêîòîðûõ ñâîèõ ñå÷åíèé, ïðè÷åì äàííàÿ
ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ åùå è ðàâíîñòåïåííîé ïî íàáîðó
ïàðàìåòðîâ. Èòàê, ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî ∀ε ∈ R+ \ {0} ∃δ ∈ R+ \ {0} ∀x1 ∈ X0

∀x2 ∈ X0

(ρ(x1, x2) < δ) ⇒ (|c(x1, y, 1, N)− c(x2, y, 1, N)| < ε ∀y ∈ X). (17)

Äàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìîæíî ïðèäàòü íåñêîëüêî èíóþ ôîðìó. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
ïðè y ∈ X ôóíêöèþ

c(·, y, 1, N)
△
= (c(x, y, 1, N))x∈X0 ∈ R+[X

0].

Òîãäà (17) îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {c(·, y, 1, N) : y ∈ X} ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòå-
ïåííî ïî y ∈ X ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì íà (X0, ρ).

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé: ìíîæåñòâî X îñíàùåíî ìåòðè-
êîé d ∈ R+[X ×X], à ρ åñòü ñóæåíèå d íà X0 ×X0, ò.å. ρ(x1, x2) = d(x1, x2) ∀x1 ∈ X0

∀x2 ∈ X0. Ôóíêöèÿ c òàêîâà, ÷òî

c(x, y, 1, N) = kd(x, y) ∀x ∈ X0 ∀y ∈ X,

ãäå k ∈ R+, k ̸= 0. Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïðè x′ ∈ X0, x′′ ∈ X0 è
y ∈ X

|c(x′, y, 1, N)− c(x′′, y, 1, N)| =
= k|d(x′, y)− d(x′′, y)| ≤ kd(x′, x′′) = kρ(x′, x′′).

(18)

Èç (18) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà (17). Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ðåàëèçóåòñÿ â ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàðøðóòèçàöèè, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

3. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (12), (14), (16) ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ÄÏ. Â ýòîé
ñâÿçè êîñíåìñÿ êîíñòðóêöèé [6�8], ñâÿçàííûõ, â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé
ïðåäøåñòâîâàíèÿ â ïîñòðîåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ÄÏ. Ââåäåì ïðåæäå âñåãî îïåðàòîð
âû÷åðêèâàíèÿ I [17, ÷àñòü 2], äåéñòâóþùèé â N ïî ïðàâèëó: ïðè K ∈ N

I(K)
△
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[K]}, (19)

ãäå Ξ[K]
△
= {z ∈ K | (pr1(z) ∈ K)&(pr2(z) ∈ K)}. Ïóñòü, êðîìå òîãî,

C
△
= {K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)} (20)
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ýëåìåíòû (20) � ñóùåñòâåííûå (äëÿ ïðîöåäóðû íà îñíîâå ÄÏ) ñïèñêè çàäàíèé. Ñ
ñåìåéñòâîì (20) ñâÿçûâàåì ïîäñåìåéñòâà

Cs
△
= {K ∈ C | s = |K|} ∀s ∈ 1, N.

Òîãäà CN = {1, N} (ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé 1, N) è, êðîìå òîãî,

Cs−1 = {K \ {t} : K ∈ Cs, t ∈ I(K)} ∀s ∈ 2, N

(óêàçàíà ñâÿçü ñ (19)). Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, C1 = {{t} : t ∈ 1, N \ K1}, ãäå K1 =
{pr1(z) : z ∈ K}. Ââåäåì òàêæå

M̃ △
=

∪
t∈1,N\K1

Mt, D0
△
= {(x, ∅) : x ∈ M̃} = M̃ × {∅}

(ñì. (7), (8)). Êðîìå òîãî, DN
△
= {(x, 1, N) : x ∈ X0} = X0×{1, N}; D0 è DN � êðàéíèå

ñëîè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé X×P(1, N).
Ïðîìåæóòî÷íûå ñëîè. Åñëè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Cs, òî ïîñëåäîâàòåëüíî êîíñòðóè-

ðóåì

Js(K)
△
= {j ∈ 1, N \K | {j}

∪
K ∈ Cs+1},Ms[K]

△
=

∪
j∈Js(K)

Mj,

Ds[K]
△
= {(x,K) : x ∈ Ms[K]} = Ms[K]× {K}.

Òîãäà îïðåäåëÿåì ïðè s ∈ 1, N − 1 ñëîé Ds â âèäå îáúåäèíåíèÿ Ds[K], K ∈ Cs, ò.å.

Ds
△
=

∪
K∈Cs

Ds[K] ∈ P ′(X× Cs). (21)

Òåïåðü ïîëó÷åíû íåïóñòûå ìíîæåñòâà D0, D1, ..., DN , íà êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíî
îïðåäåëÿþòñÿ â/ç ôóíêöèè v0 ∈ R+[D0], v1 ∈ R+[D1],...,vN ∈ R+[DN ].

Ïðè ýòîì v0(x, ∅)
△
= f(x) ∀x ∈ M̃. Äàëåå ó÷èòûâàåì ñâîéñòâî

(pr2(z), K \ {j}) ∈ Ds−1 ∀s ∈ 1, N ∀(x,K) ∈ Ds ∀j ∈ I(K) ∀z ∈ Mj. Ýòî ñâîéñòâî
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå vs−1 ∈ R+[Ds−1] â vs ∈ R+[Ds]. Èòàê, åñëè
s ∈ 1, N è ôóíêöèÿ vs−1 ∈ R+[Ds−1] óæå ïîñòðîåíà, òî vs ∈ R+[Ds] îïðåäåëÿåì
óñëîâèÿìè: ïðè (x,K) ∈ Ds

vs(x,K)
△
= min

j∈I(K)
min
z∈Mj

[c(x, pr1(z), K)+

+cj(z,K) + vs−1(pr2(z), K \ {j})].
(22)

Ïîëó÷èëè ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó v0 −→ v1 −→ ... −→ vN . Ïðè ýòîì vN ∈ R+[DN ]
îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (22) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vN(x, 1, N) = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj

[c(x, pr1(z), 1, N)+

cj(z, 1, N) + vN−1(pr2(z), 1, N \ {j})] ∀x ∈ X0.
(23)

Èç ðåçóëüòàòîâ [7] âûòåêàåò, ÷òî

V [x] = vN(x, 1, N) ∀x ∈ X0. (24)
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (16) ñâîäèòñÿ (ñì. (24)) ê ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèé (23).
Ðåàëüíî, îäíàêî, òàêîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòèçàöèè
X0 íà îñíîâå (1). Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîöåäóðó.

Èòàê, ôèêñèðóåì â äàëüíåéøåì ïðîèçâîëüíîå (ïîëîæèòåëüíîå) ÷èñëî ε0 ∈ R+\{0}
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà òî÷íîñòè. Òîãäà ñ ó÷åòîì (17) ïîäáåðåì δ0 ∈ R+ \{0} òàêîå, ÷òî
∀x1 ∈ X0 ∀x2 ∈ X0

(ρ(x1, x2) < δ0) ⇒ (|c(x1, y, 1, N)− c(x2, y, 1, N)| < ε0 ∀y ∈ X). (25)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (1), ïîäáåðåì K ∈ Fin(X0) òàê, ÷òî ïðè ýòîì

X0 =
∪
x∈K

B0
ρ(x, δ0). (26)

Ìû çàôèêñèðóåì (íåïóñòîå êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî K è ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü

x 7→ vN(x, 1, N) : K → R+, (27)

èìåÿ â âèäó (24).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|min
x∈K

vN(x, 1, N)− V| ≤ ε0. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî (ñì. (23) � (26)), íî âñå æå ðàññìîòðèì åãî
ñõåìó. Åñëè x̃ ∈ X0, òî äëÿ íåêîòîðîãî x∗ ∈ K èìååì â ñèëó (26), ÷òî x̃ ∈ B0

ρ(x∗, δ0).
Òîãäà â ñèëó (25)

|c(x̃, y, 1, N)− c(x∗, y, 1, N)| < ε0 ∀y ∈ X. (29)

Ñ ó÷åòîì (8), (19) è (23) ïîëó÷àåì

vN(x∗, 1, N)− ε0 < c(x̃, pr1(z), 1, N) + cj(z, 1, N) + vN−1(pr2(z), 1, N \ {j})
∀j ∈ I(1, N) ∀z ∈ Mj.

Âíîâü èñïîëüçóÿ (23) ïîëó÷àåì, ÷òî

vN(x∗, 1, N)− ε0 < vN(x̃, 1, N).

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî

min
x∈K

vN(x, 1, N) < vN(x̃, 1, N) + ε0. (30)

Ïîñêîëüêó x̃ âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, óñòàíîâëåíî (ñì. (30))

−ε0 +min
x∈K

vN(x, 1, N) < vN(x, 1, N) ∀x ∈ X0; (31)

â ñâîþ î÷åðåäü, èç (15), (24) è (31) âûòåêàåò, ÷òî

−ε0 +min
x∈K

vN(x, 1, N) ≤ V.

Èíûìè ñëîâàìè, óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî

min
x∈K

vN(x, 1, N)− V ≤ ε0. (32)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âûáîðó K èìååì èç (15), ÷òî

V = inf
x∈X0

vN(x, 1, N) ≤ min
x∈K

vN(x, 1, N),

à ïîòîìó ñ ó÷åòîì (32) ïîëó÷àåì (28). 2

Èòàê, îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì í.ó. x ∈ K, ìû ïîëó÷àåì èñêîìûé ýêñòðåìóì
V ñ òî÷íîñòüþ äî ε0. Äàííîå çíà÷åíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ:
1) òåñòèðîâàíèå ýâðèñòèê; 2) ïîñòðîåíèå ε-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè ε = ε0. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ìû âûáèðàåì èç ñîîáðàæåíèé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (27) òî÷êó x0 ∈ K, äëÿ
êîòîðîé

vN(x0, 1, N) = min
x∈K

vN(x, 1, N). (33)

Â ñèëó (28) ïîëó÷àåì òîãäà íåðàâåíñòâî |vN(x0, 1, N)− V| ≤ ε0.
1) Ðàñïîëàãàÿ òàêîé òî÷êîé x0 è çíà÷åíèåì vN(x0, 1, N), ìû ðàññìàòðèâàåì ≪áûñò-

ðûå≫; ýâðèñòèêè, äëÿ êîòîðûõ ðåãèñòðèðóåì çíà÷åíèÿ (11): èìåþòñÿ â âèäó ÓÏ
(α∗, z∗) ∈ D̃[x0], îïðåäåëÿåìûå òåì èëè èíûì ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì, è ïîëó÷à-
þùèåñÿ â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà âåëè÷èíû Cα∗ [z∗] ∈ R+, îïðåäåëÿåìûå
ïîñðåäñòâîì (11). Ìû âûáèðàåì ýâðèñòè÷åñêîå ðåøåíèå èç ñîîáðàæåíèé íàèáîëüøåé
áëèçîñòè ê vN(x0, 1, N), ÷åì îáåñïå÷èâàåòñÿ (ñì. (27)) è äîëæíîå ïðèáëèæåíèå ê V ïî
ðåçóëüòàòó (êîíå÷íî, èìååòñÿ â âèäó ñëó÷àé äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ ε0). Òåì ñà-
ìûì èç íàáîðà ýâðèñòèê ìîæíî âûáðàòü ε-íàèëó÷øóþ â ñìûñëå ïðèáëèæåíèÿ ê V ïðè
ε > ε0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé N ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (14)
ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ýâðèñòèêè. Â [18] îòìå÷åíî, îäíàêî, ÷òî ðàçìåðíîñòü çàäà÷
èññëåäóåìîãî òèïà, äîïóñêàþùèõ òî÷íîå ïîñòðîåíèå ýêñòðåìóìà, âñå-òàêè íåñêîëüêî
âûøå òîé ðàçìåðíîñòè, ïðè êîòîðîé óäàåòñÿ, ïîìèìî ýêñòðåìóìà, íàéòè îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå, ò.å. ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà (13). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè (27) ìîæíî èñïîëüçîâàòü (ïðè ðåàëèçàöèè (22)) ïðîöåäóðó
ïåðåçàïèñè ñëîåâ è, êàê ñëåäñòâèå, áîëåå ðàöèîíàëüíî èñïîëüçîâàòü ïàìÿòü êîìïüþ-
òåðà (â ïàìÿòè ïðè ýòîì íàõîäèòñÿ òîëüêî îäèí ñëîé çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà;
ïîäðîáíåå ñì. â [18]). Äàííàÿ ïðîöåäóðà äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ àíàëîãèþ ñ [19].

2) Ïîñòðîåíèå ε-îïòèìàëüíîãî (ε = ε0) ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò [7] ïðè âûáîðå
x0 ∈ K ñî ñâîéñòâîì (33) â êà÷åñòâå í.ó. Íàìåòèì äàííóþ ïðîöåäóðó ñîâñåì êðàòêî

(ñì. [7, ðàçäåë 4]), ôèêñèðóÿ x0 (ñì. (33)). Ïîëàãàåì z(0)
△
= (x0, x0) è ñ ó÷åòîì (23)

âûáèðàåì η1 ∈ I(1, N) è z(1) ∈ Mη1 òàê, ÷òî

vN(x0, 1, N) = c(x0, pr1(z
(1)), 1, N)+

+cη1(z
(1), 1, N) + vN−1(pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}).
(34)

Ïðè ýòîì (pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) ∈ DN−1, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ íàõîæäåíèÿ

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) íàäëåæàùèé âàðèàíò (22). Äàëåå, âûáèðàåì η2 ∈ I(1, N \

{η1}) è z(2) ∈ Mη2 èç óñëîâèÿ

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) = c(pr2(z

(1)), pr1(z
(2)), 1, N \ {η1})+

+cη2(z
(2), 1, N \ {η1}) + vN−2(pr2(z

(2)), 1, N \ {η1; η2})
(35)

(ñì. (22)), ïîëó÷àÿ òàêæå (pr2(z
(2)), 1, N \ {η1; η2}) ∈ DN−2. Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ

ïîäîáíû (34), (35) è äîñòàâëÿþò â èòîãå ÄÐ (η, (z(j))j∈0,N) ∈ D̃[x0], ãäå η
△
= (ηj)j∈1,N ,

ñî ñâîéñòâîì Cη[(z
(j))j∈0,N ] = V [x0] (ñì. [20, ðàçäåë 7]). Ñ ó÷åòîì (13) ïîëó÷àåì, ÷òî

(η, (z(j))j∈0,N) ∈ (SOL)[x0].
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4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè ïðîèçâåäåíû íåñêîëüêî ðàñ÷åòîâ, äå-
ìîíñòðèðóþùèõ ðàáîòó àëãîðèòìà âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâî-
äèëèñü íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel i5-2400 è 8 Ãá îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ðàáî-
òàþùåì ïîä óïðàâëåíèåì Linux Kubuntu 16.04 (64-bit). Ïðîãðàììà ðàçðàáîòàíà íà
ÿçûêå C++ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè Qt. Ðàññìàòðèâàëñÿ ìîäåëüíûé âàðèàíò
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ èíñòðóìåíòîì ïðè ëèñòîâîé ðåçêå íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñõåìå [7, ðàçäåëû 5, 6] (ïðîöåäóðà ðàñêðîÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííîé).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåãàïîëèñû ïîëó÷åíû äèñêðåòèçàöèåé êîíòóðîâ, ïîäëåæàùèõ
ðåçêå. Ñ êàæäûì ≪ãîðîäîì≫ ìåãàïîëèñà (ò.å. ñ òî÷êîé íà ýêâèäèñòàíòå) ñâÿçûâàþòñÿ
òî÷êà âðåçêè è òî÷êà âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà; ïîëó÷àåìûé òðèïëåò èìåíóåì ñè-
ñòåìîé âðåçêè. Âðåìÿ ðåçêè ïî ýêâèäèñòàíòàì íå ó÷èòûâàåì, ïîñêîëüêó îíî îäíî è
òî æå äëÿ âñåõ ÄÐ. Êîíêðåòíûé âûáîð ÄÐ âëèÿåò íà âðåìÿ âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé,
âðåìÿ ïåðåìåùåíèé äëÿ êàæäîé ñèñòåìû âðåçêè è âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ ê çàäàííîé
òåðìèíàëüíîé òî÷êå.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî X ðàçäåëà 2, ñîäåðæàùåå ìåãàïîëèñû, åñòü ïðÿìî-
óãîëüíèê íà ïëîñêîñòè (ò.å. â R×R), îïðåäåëÿåìûé òî÷êàìè (−25 ìì; −25 ìì), (−25
ìì; 1025 ìì), (1600 ìì; 1025 ìì) è (1600 ìì; −25 ìì); X0 � ãðàíèöà óïîìÿíóòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà. Èñïîëüçóåìûå ôóíêöèè ñòîèìîñòè ñîîòâåòñòâóþò [7, ðàçäåëû 5, 6]
è õàðàêòåðèçóþò âðåìÿ äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà. Ïðè ýòîì ñòîèìîñòü âíåøíèõ ïåðå-
ìåùåíèé, îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèåé c, ñîîòâåòñòâîâàëà ñêîðîñòè 500 ìì/ñ. Àíàëîãè÷íî
çàäàâàëàñü ñòîèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ â òåðìèíàëüíóþ òî÷êó, õàðàêòåðèçóåìàÿ ïîñðåä-
ñòâîì f . Ñòîèìîñòü âíóòðåííèõ ðàáîò äëÿ êàæäîé ñèñòåìû âðåçêè îïðåäåëÿëàñü â
âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ îïðåäåëÿëîñü âðåìåíåì ïåðåìåùåíèé
â ñèñòåìå âðåçêè (îò òî÷êè âðåçêè äî ñîîòâåòñòâóþùåé åé òî÷êè íà ýêâèäèñòàíòå è
îò ýòîé ïîñëåäíåé òî÷êè äî òî÷êè âûêëþ÷åíèÿ èíñòðóìåíòà) ñî ñêîðîñòüþ 10 ìì/ñ,
à âòîðîå îïðåäåëÿëîñü øòðàôîì, ñâÿçàííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåïëîâûõ äîïóñêîâ.
Ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàíò îöåíèâàíèÿ âíóòðåííèõ ðàáîò ïðèâåäåí â [7, ðàçäåëû 5, 6]
(â ÷àñòíîñòè, ñì. [7, (6.1)]). Ðàçëè÷èå â ñêîðîñòÿõ ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèÿì â ðåæèìå
õîëîñòîãî õîäà è â ìåòàëëå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ c, èñïîëüçóåìàÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ,
ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðó 1 ðàçäåëà 2.

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî N = 28, ìíîæåñòâî K àäðåñíûõ ïàð èìåëî ìîùíîñòü |K| =
21. Íàéäåííûé ýêñòðåìóì 62,44 ñåêóíäû, âðåìÿ ñ÷åòà 8 ìèíóò 7 ñåêóíä. Îïòèìàëüíàÿ
íà÷àëüíàÿ òî÷êà (ñì. (33)) åñòü (−25; 675). Ìàðøðóò è òðàññà ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå.

Ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà ìíîæåñòâ
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Ðàáîòà ïðîâîäèëàñü ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå êîìïëåêñíîé ïðîãðàììû ÓðÎ

ÐÀÍ, ïðîåêò 18-1-1-9 ≪Îöåíèâàíèå äèíàìèêè íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è

ìàðøðóòíàÿ îïòèìèçàöèÿ≫.
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ÎPTIMIZATION OF THE START POINT IN THE GTSP
WITH THE PRECEDENCE CONDITIONS
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1 Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics UrB RAS, Ekaterinburg,
Russian Federation
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The paper is devoted to the routing problem with constraints and cost functions that
can depend on the list of tasks. It is assumed that the initial condition for the process
with discrete time can be selected within a metric space that satis�es the condition of
complete boundedness. It is supposed that the problem includes a visiting of a �nite system
of megalopolises (non-empty �nite sets) with the ful�llment of some works. The cost of these
works each time depend on the point of arrival and the point of departure. The costs of
movement and work are aggregated additively. For the problem solution widely understood
dynamic programming method providing ε-optimal solution for any ε > 0 is used.

Keywords: route task; restrictions; start point.
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