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ЗАДАЧ РАСПРОСТРАНЕНИЯ УДАРНЫХ ВОЛН И ВОЛН
РАЗРЕЖЕНИЯ
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В данной работе предложена модификация метода крупных частиц. Проведен чис-
ленный анализ различных модификаций метода крупных частиц применительно к за-
дачам волновой динамики (газовой динамики). Решены задачи расчета распада про-
извольного разрыва, а также задачи о распространении стационарных ударных волн с
отражением от жесткой стенки. Было показано, что предложенная модификация мето-
да крупных частиц наилучшим образом совпадает с аналитическим решением задачи
об отражении плоской ударной волны от жесткой стенки. Проведенный численный
анализ показал, что данная модификация позволяет проводить устойчивые расчеты
течений с большими градиентами изменения параметров. Значительным достоинством
предложенной модификации является тот факт, что рассмотренные в работе задачи
могут быть решены без введения в законы сохранения ≪искусственной≫ вязкости, а
также при больших числах Куранта.
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Введение

В настоящее время математическое моделирование стало полноценным инстру-
ментом при проведении исследований широкого круга задач газовой динамики, а
при изучении быстропротекающих процессов математическое моделирование очень
часто является единственным способом получения углубленной и достоверной ин-
формации о многих физических и химических особенностях исследуемых течений
газа. Для проведения численных экспериментов необходимо разработать и адаптиро-
вать необходимый вычислительный аппарат, который бы позволил решать широкий
круг практических задач. Одним из наиболее удобных и универсальных численных
методов является метод крупных частиц [1] (МКЧ), использующий принцип рас-
щепления по физическим процессам [2–4]. Метод крупных частиц имеет достаточно
простой алгоритм, что определило его широкое распространение. Однако при мате-
матическом моделировании течений с большими градиентами изменения параметров
приходится вводить искусственную вязкость [5–7] и снижать сеточное число Куранта.

Целью настоящего исследования является анализ возможностей модификаций
МКЧ, приведенных в работах [5,8], с модификацией, предложенной авторами данной
статьи, при решении задач, представляющих интерес для изучения быстропротека-
ющих процессов:

1) распространение ударных волн;
2) отражение стационарной ударной волны от жесткой стенки;
3) расчет распада произвольного разрыва.

58 Bulletin of the South Ural StateUniversity. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& ComputerSoftware (Bulletin SUSU MMCS), 2019, vol. 12, no. 2, pp. 58–66



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

1. Постановка задачи и описание метода

Рассмотрим одномерное движение идеального сжимаемого газа, описываемое
дифференциальными уравнениями Эйлера в дивергентном виде (уравнения нераз-
рывности, импульса и энергии)

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

∂ρu

∂t
+ div(ρuu) +

∂p

∂x
= 0,

∂ρE

∂t
+ div(ρEu) + div(pu) = 0.

(1)

Замыкается система (1) уравнением состояния и дополняется уравнением удельной
полной энергии газа

p = eρ(γ − 1),

E = e+
u2

2
.

Здесь p, ρ, u, E, e, t, x, γ – давление, плотность, скорость, удельная полная и
внутренняя энергии, время, декартова координата и показатель адиабаты Пуассона
соответственно. В соответствии с решаемыми задачами к системе законов сохранения
добавляются начальные и граничные условия.

Идея метода состоит в расщеплении по физическим процессам исходной неста-
ционарной системы уравнений Эйлера (1), где законы сохранения записаны в дивер-
гентной форме. Среда здесь моделируется системой из жидких (крупных) частиц,
совпадающих в данный момент времени с ячейкой эйлеровой сетки. Расчет каждого
временного шага разбивается на три этапа [1]:

I – эйлеров этап, когда пренебрегаем всеми эффектами, связанными с перемеще-
нием элементарной ячейки (потока массы через границы ячеек нет), и учитываем
эффекты ускорения жидкости лишь за счет давления; здесь для крупной частицы
определяются промежуточные значения искомых параметров потока;

II – лагранжев этап, где при движении жидкости вычисляются потоки массы
через границы эйлеровых ячеек;

III – заключительный этап – определяются в новый момент времени окончатель-
ные значения газодинамических параметров потока на основе законов сохранения
массы, импульса и энергии для каждой ячейки и всей системы в целом на фиксиро-
ванной расчетной сетке.

Рассмотрим эйлеров этап расчетного цикла для одномерного плоского случая.
Предварительные значения скорости и полной энергии в предположении затормо-
женности поля плотности без учета эффектов перемещения среды определяются по
формулам:

ũn
i = un

i −
pni+1/2 − pni−1/2

∆x

∆t

ρni
, (2)

Ẽn
i = En

i −
pni+1/2u

n
i+1/2 − pni−1/2u

n
i−1/2

∆x

∆t

ρni
, (3)

где p, ρ, u, E, t, x – соответственно давление, плотность, скорость, полная энергия,
время и декартова координата.
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Величины с дробными индексами, относящиеся к границам ячеек, находятся так:

un
i+1/2 =

un
i + un

i+1

2
, pni+1/2 =

pni + pni+1

2
.

В формулах (2) и (3) вместо p можно использовать p+ q. Здесь q – псевдовязкость.
В работе [5] автор предлагает введение ≪локальной≫ псевдовязкости, для мини-

мизации недостатков метода. Она представляет собой комбинацию линейной и квад-
ратичной псевдовязкости, значение которой определяется на границах ячеек после
анализа сравнения абсолютных значений первой и второй производных решения:

q = −δρ∆x
∂u

∂x

(

σ1a+ σ2∆x

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

)

,

δ = const ≥ 0, 0 ≤ σ1 ≤ 1, 0 ≤ σ2 ≤ 1,

δ =
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∣
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∆x− g

∣

∣

∂u
∂x

∣

∣ ≤ 0, ∂u
∂x
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δ1,
∣

∣

∣

∂2u
∂x2

∣

∣

∣
∆x− g

∣

∣

∂u
∂x

∣

∣ ≤ 0, ∂u
∂x

< 0,

δ2,
∣

∣

∣

∂2u
∂x2

∣

∣

∣
∆x− g

∣

∣

∂u
∂x

∣

∣ > 0, g > 0.

Также предлагается повысить точность разностного решения, исключая действие
вязкости в зонах разрежения. Разностная аппроксимация вязкости задается следую-
щим образом:

qn
i+ 1

2

= −δρn
i+ 1

2

(un
i+1 − un

i )(σ1a
n
i+ 1

2

+ σ2|u
n
i+1 − un

i |), (4)

где

ρn
i+ 1

2

=
1

2

(

ρni+1 − ρni
)

, pn
i+ 1

2

=
1

2

(

pni+1 − pni
)

, a2
i+ 1

2

=
γpn

i+ 1

2

ρn
i+ 1

2

,

δ =
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∣un
i − 2un

i+1 + un
i+2

∣

∣ ≤ g
∣

∣un
i+1 − un

i+2

∣

∣ , un
i+1 − un

i ≥ 0,
δ1,

∣

∣un
i − 2un

i+1 + un
i+2

∣

∣ ≤ g
∣

∣un
i+1 − un

i+2

∣

∣ , un
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i < 0,
δ2,

∣

∣un
i − 2un

i+1 + un
i+2

∣
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∣

∣un
i+1 − un

i+2

∣

∣ , g = const > 0.

Далее следуют лагранжев и заключительный этапы. На этом расчетный цикл метода
считается законченным.

Отметим, что недостатком введения псевдовязкости на эйлеровом этапе является
необходимость определения констант δ1, δ2, σ1, σ2, g в формуле (4) для каждой
конкретной задачи.

2. Модификации метода крупных частиц

В работе [10] был проведен сравнительный анализ различных модификаций
МКЧ [8, 9]. При решении тестовых задач лучшие результаты были получены при
использовании модификации МКЧ, предложенной Ю.А. Гришиным и В.А. Зенки-
ным [8]. В данной модификации предлагаются иные формулы для расчета предвари-
тельного давления, скорости и полной энергии на эйлеровом этапе.

Предварительные значения давления на n+1 временном слое для i−1/2 и i+1/2
границ между ячейками i− 1, i и i+ 1 определяются по формуле:

p̃n+1

i+1/2 =
pni+1 − pni

2

(

1− (γ − 1)(un
i+1 − un

i )
∆t

∆x

)

. (5)
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Полученные значения давления используются для определения промежуточного зна-
чения скорости в середине ячейки:

ũn+1

i = un
i −

p̃ni+1/2 − p̃ni−1/2

∆x

∆t

ρni
. (6)

После этого вычисляются скорости на границах ячеек по формуле

ũn
i+1/2 =

ũn
i + ũn

i+1

2
.

Формула (3) при этом заменяется на следующую:

Ẽn+1

i = En
i −

p̃ni+1/2ũ
n
i+1/2 − p̃ni−1/2ũ

n
i−1/2

∆x

∆t

ρni
. (7)

Для повышения устойчивости счета МКЧ в зонах нулевой скорости авторами дан-
ной статьи предлагается следующая модификация метода. На эйлеровом этапе для
определения давления на границах ячеек в зонах сжатия вместо формулы (5) следует
использовать соотношения на ударной волне, по аналогии с методом В.Ф. Куропа-
тенко [11]. Если un

i+1 − un
i < 0, то

pi+ 1

2

=

{

pni+1 +Wi

(

un
i − un

i+1

)

, pni < pni+1,
pni −Wi

(

un
i − un

i+1

)

, pni > pni+1,
(8)

где Wi – скорость сеточного разрыва.
После определения предварительных скоростей в серединах ячеек по формуле

(6) скорости на границах ячеек в зонах сжатия считаются заданными скоростями за
разрывом. Если un

i+1 − un
i < 0, то

ui+ 1

2

=

{

un
i , pni < pni+1,

un
i+1, pni > pni+1.

Предварительные значения полной энергии в серединах ячеек определяются по фор-
муле (7). Лагранжев и заключительный этапы проводятся аналогично базовому
МКЧ.

3. Распад произвольного разрыва

Рассмотрим задачу распада произвольного разрыва (РПР). Бесконечная труба,
заполненная воздухом (γ = 1, 4), в точке x = 0 разделена перегородкой. При t = 0
состояние газа описывается следующей функцией:





ρ
u
p





∣

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=

{

(ρL 0 pL) , x ≤ 0,
(ρR 0 pR) , x > 0.

Здесь ρL, pL, ρR, pR – плотность и давление до перегородки и за перегородкой соот-
ветственно.
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Пусть




ρL
uL

pL



 =





1
0
1



 ,





ρR
uR

pR



 =





0, 125
0
0, 1



 . (9)

В момент времени t = 0 перегородка мгновенно убирается, и эта конфигурация рас-
падается на волну разрежения, распространяющуюся влево, и ударную волну с кон-
тактным разрывом, распространяющиюся вправо.

На рис. 1 представлены графики численного решения задачи (9) предлагаемой
авторами модификацией МКЧ, модификацией МКЧ [8], МКЧ с использованием псев-
довязкости, а также график аналитического решения, полученного из соотношений
для распада произвольного разрыва, на момент времени t = 0, 502, с сеточным чис-
лом Куранта K = 0, 1. Количество ячеек N = 100. На данных рисунках пунктирная
линия соответствует модификация МКЧ [8], штрих-пунктирная – базовый МКЧ с
псевдовязкостью (4), сплошная линия – модификация МКЧ, предлагаемая автора-
ми данной работы, штриховая линия – аналитическое решение. На рис. 1 видно, что
полученные численные решения в целом совпадают с аналитическим решением.

Рис. 1. Решение задачи РПР. Графики давления (слева) и скоростей (справа)

4. Распространение стационарной ударной волны

Рассмотрим распространение стационарной ударной волны (число Маха M =
2, 3). Параметры среды в начальный момент времени t = 0: ρ = 1, U = 0, E = 0 –
в области невозмущенного течения, а на границе определялись из соотношений для
ударной волны.

На рис. 2 представлены графики стационарных ударных волн (УВ), полученные
при помощи предлагаемой авторами модификацией МКЧ, модификацией МКЧ [8],
МКЧ с использованием псевдовязкости, а также график аналитического решения на
момент времени t = 0, 2361 с числом Куранта K = 0, 1. Количество ячеек N = 100.
Обозначения аналогичны рис. 1.

Расчеты распространения стационарных УВ, приведенные на рис. 2, показыва-
ют, что все модификации МКЧ правильно позволяют рассчитывать положение УВ,
несмотря на различия по ширине зоны ударного перехода и профиля давления УВ в
этой зоне в зависимости от модификации МКЧ.
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Рис. 2. Профили давлений (слева) и скростей (справа) стационарной УВ

5. Отражение стационарной ударной волны от жесткой стенки

Рассматривается та же задача, что и в разделе 4. Ударная волна доходит до
жесткой стенки (x = 1) и отражается от нее.

На рис. 3 представлены графики расчетных отраженных стационарных ударных
волн (УВ), а также график аналитического решения на момент времени t = 0, 3879
с числом Куранта K = 0, 1. Количество ячеек N = 100. Обозначения аналогичны
рис. 1.

Рис. 3. Профили давлений (слева) и скоростей (справа) отраженной стационарной
УВ

Из рис. 3 видно, что при решении задачи модифицированным МКЧ [8] возникают
сильные осцилляции за фронтом УВ. При использовании псевдовязкости (4) осцил-
ляции гасятся. Однако, как уже отмечалось выше, использование псевдовязкости
требует подбора эмпирических констант для каждой конкретной решаемой задачи.
На этом фоне более универсальной является модификация с расчетом предваритель-
ных значений эйлерового этапа на ударной волне из соотношений Гюгонио. В этом
случае нет необходимости подбирать эмпирические константы. Стоит отметить, что
ударный фронт оказывается на 2–3 ячейки шире по сравнению с другими прове-
денными расчетами. Добавим, что предложенная авторами модификация позволяет
получать устойчивые расчеты при больших числах Куранта – до K = 2 для решае-
мых в данной статье задач. Это большим преимуществом модификации при решении
более сложных задач, требующих для расчета больших временных затрат.
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Заключение

Проведенный в данной работе численный анализ различных модификаций [5, 8]
метода крупных частиц показал, что предложенная выше модификация эйлерова
этапа, использующая алгоритм, представленный в работе [11], позволяет проводить
устойчивые расчеты течений с большими градиентами изменения параметров с чис-
лом Куранта равным 2 без введения псевдовязкости, хорошо совпадающие с анали-
тическими решениями.
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MODIFICATION OF THE LARGE-PARTICLE METHOD TO SOLVE
SHOCK WAVES AND RAREFACTION WAVES PROPAGATION

Yu.M. Kovalev1, P.A. Kuznetsov1
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In this article, we present a modification of the large-particle method. We perform a
numerical analysis of various modifications of the large-particle method applied to problems
of wave dynamics (gas dynamics). We solve the problems on calculation of the decay of
an arbitrary discontinuity, as well as the problems on propagation of stationary shock
waves with reflection from a solid wall. Calculations show that the solution obtained by the
modified large-particle method best coincides with the analytical solution to the shock wave
reflection problem from a solid wall. The numerical analysis shows that this modification
allows to carry out stable flow calculations with large parameter gradients. A significant
advantage of this modification is the fact that the considered problems can be solved without
introducing the “artificial” viscosity into the laws of conservation, and with large Courant
numbers.

Keywords: shock wave; decay of an arbitrary discontinuity; Courant number; artificial

viscosity; large particles.
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