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Статья имеет обзорный характер и содержит результаты исследования морфо-

логии фазовых пространств полулинейных моделей соболевского типа. Представлены

исследования тех математических моделей, чьи фазовые пространства лежат на глад-

ких банаховых многообразиях с особенностями в зависимости от параметров задачи,

а именно, модели Хоффа, модели Плотникова, модели распределенного брюсселято-

ра и модели распространения нервного импульса. В первой части статьи приведены

условия, при которых фазовые многообразия изучаемых моделей – простые гладкие ба-

наховы многообразия, из чего вытекает единственность решения задачи Шоуолтера –

Сидорова. Во второй части статьи приведены условия, при которых фазовые многооб-

разия исследуемых моделей содержат особенности, из чего вытекает неединственность

решения задачи Шоуолтера – Сидорова.
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Посвящается юбилею профессора Г.А. Свиридюка

Введение

Обширный класс моделей математической физики основан на полулинейных
неклассических уравнениях или системах уравнений в частных производных, нераз-
решенных относительно производной по времени [17, 24]. Такие уравнения принято
называть уравнениями соболевского типа [1,4,5,16,38,40]. Уравнения представленного
класса и начальные задачи для них не удается исследовать классическими методами
в следствие возможного вырождения оператора при старшей производной, поэтому
для их исследования требуется развитие новых и модификации уже известных мето-
дов исследования [31, 34, 35, 41, 42]. Представленная работа носит обзорный характер
и содержит полученные ранее результаты исследований научной школы, созданной и
возглавляемой профессором Г.А. Свиридюком, по изучению нелинейных уравнений
или систем уравнений, фазовые пространства которых имеют особенности (k-сборку
Уитни). Рассмотрим математические модели, основанные на уравнениях или систе-
мах уравнений соболевского типа:
– системе уравнений распределенного брюсселятора [2, 18, 37]

{

ε1vt = α1∆v + β1 − (β2 + 1)v + v2w,

ε2wt = α2∆w + β2v − v2w,
(1)

– системе уравнений Фитц Хью – Нагумо [6–8,21]
{

ε1vt = α1∆v + β12w − β11v,

ε2wt = α2∆w + β22w − β21v − w3,
(2)
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– системе уравнений Плотникова [22, 23]

{

vt = vss − wss,

0 = v + wss + δw − βw3,
(3)

– уравнении Хоффа [12]

(λ+∆)vt = α1v + α2v
3 + ...+ αkv

2k−1. (4)

Все перечисленные выше системы уравнений будут рассмотрены в цилиндре Ω ×
R+, где Ω ⊂ Rn – ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞, с однородным
граничным условием Дирихле

v(s, t) = 0, w(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× R+, (5)

в случае систем уравнений (1), (2), или с граничным условием Робена

(
∂v

∂n
+ λv) = 0, (

∂w

∂n
+ λw) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω × R+, (6)

в случае системы уравнения (3), или с однородным граничным условием Дирихле

v(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω × R+, (7)

в случае уравнения (4).
Математические модели (1), (5); (2), (5); (3), (6) и (4), (7) описывают процес-

сы, протекающие в различных предметных областях (более подробно о процессах,
моделируемых приведенными задачами, будет сказано в первой части статьи), но
принадлежат к одному классу полулинейных моделей и будут исследованы в рамках
абстрактного полулинейного уравнения соболевского типа

Lu̇ = Mu+N(u), kerL 6= {0}. (8)

Вектор-функцию u ∈ C1(R+;U), которая удовлетворяет (8), будем называть решени-
ем уравнения. В силу вырожденности уравнения (8) решение задачи Коши

u(0) = u0 (9)

для него не существует при произвольном начальном значении u0 ∈ U [19, 36]. В
работах [13, 27, 36, 39] было предложено рассматривать неклассические начальные
условия, которые позволяют учесть возможное вырождение оператора L. Рассмотрим
начальное условие Шоуолтера – Сидорова

L(u(0)− u0) = 0, (10)

которое является обобщением условия Коши и эквивалентно ему в случае невырож-
денного уравнения (kerL = {0}). Рассмотрение условия (10) позволяет избежать
трудностей изучения задачи Коши, однако возможна неединственность решения зада-
чи (8), (10) [3,19,27]. Метод фазового пространства Г.А. Свиридюка [25,28] позволяет
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найти пути решения перечисленных проблем. Он заключается в редукции исходного
сингулярного уравнения к регулярному

u̇1 = F (u),

определенному не на всем пространстве, а на некотором специальным образом по-
строенном его подмножестве M, понимаемом как фазовое пространство (многообра-
зие). Дальнейшее изучение структуры (простоты или наличия особенностей) фазово-
го многообразия M позволяет не только находить достаточные условия существова-
ния решения задачи (8), (9), но и исследовать вопрос единственности решения задачи
(8), (10).

К настоящему времени метод фазового пространства успешно применен к ис-
следованию уравнения (8) в случае (L, p)-ограниченного, (L, p)-секториального и
(L, p)-радиального оператора M [14, 15, 19, 32], а также в случае s-монотонного и p-
коэрцитивного оператора N и фредгольмового оператора L [19, 26]. Перечисленные
классы уравнений описывают широкий спектр неклассических моделей математиче-
ской физики. В линейном случае (N = O) применение метода фазового пространства
позволило разработать теории вырожденных (полу)групп операторов и показать, что
фазовое пространство основного уравнения совпадает с образом разрешающей (по-
лу)группы операторов [30].

В обзорной статье [19] были приведены условия для абстрактного уравнения (8),
при которых фазовым многообразием уравнения служит простое гладкое банахово
многообразие, из чего следует единственность решения задачи (8), (10). Совсем иная
ситуация получается в случае, когда фазовое многообразие уравнения (8) лежит на
многообразии, содержащем особенность, например, k-сборку Уитни [3, 33, 34]. Будем
говорить, что уравнение G(q, u) = 0 определяет k-сборку Уитни над открытым мно-
жеством U

′

⊂ U, если существуют функции g0, g1, ..., gk ∈ C∞(U
′

;R) такие, что это
уравнение эквивалентно уравнению

0 = g0(u) + g1(u)q + ...+ gk(u)q
k + qk+1 ∀u ∈ U

′

.

В этом случае проекция u0 на M вдоль kerL может иметь несколько образов, и со-
ответственно задача (8), (10) будет иметь несколько решений. Этот феномен был
впервые отмечен в [27].

Исследование случая, когда фазовое многообразие уравнения (8) лежит на глад-
ком банаховом многообразии, имеющем особенности, началось с работы [3] для мате-
матических моделей реакции-диффузии. Г.А. Свиридюком и его ученицей Т.А. Бо-
каревой [3] были найдены условия существования особенностей типа k-сборок Уитни
фазового пространства уравнений класса реакции-диффузии, а также было показа-
но, что фазовое пространство системы уравнений распределенного брюсселятора (1)
в случае ε1 = 0 содержит 1-сборку Уитни (1-сборку Уитни также принято назы-
вать складкой). Г.А. Свиридюком и его учеником В.О. Казаком [32] были найдены
условия, при которых фазовое многообразие уравнения Хоффа (4) является простым
банаховым многообразием. Позже в работе Г.А. Свиридюка и его ученицы И.К. Три-
неевой [33] были найдены условия на параметры уравнения Хоффа, при которых
фазовое многообразие содержит 2-сборку Уитни. В работе Г.А. Свиридюка и его уче-
ницы А.Ф. Гильмутдиновой [11] было показано, что фазовое многообразие системы
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уравнений Плотникова может содержать особенности типа k-сборок Уитни, и найде-
ны условия существования нескольких решений для задачи Шоуолтера – Сидорова.
В работах Н.А. Манаковой и О.В. Гавриловой [9, 20] было продолжено исследова-
ние особенностей фазового многообразия моделей (1) и (2) и найдены условия при
которых существует одно или несколько решений задачи Шоуолтера – Сидорова.

Статья содержит обзор работ Г.А. Свиридюка и его последователей по изучению
морфологии фазовых пространств уравнений соболевского типа, выявлению особен-
ностей фазового многообразия основного уравнения, из которых следует неединствен-
ность решения задачи Шоуолтера – Сидорова, и состоит из 2 основных частей. В
первой части приведены условия на параметры изучаемых моделей, при которых
фазовые многообразия являются простыми, из чего вытекает единственность реше-
ния задачи Шоуолтера – Сидорова. Во второй части приведены условия, при которых
фазовое многообразие рассматриваемой модели содержит особенность (k-сборку Уит-
ни), из чего вытекает неединственность решения задачи Шоуолтера – Сидорова.

1. Простые фазовые многообразия. Единственность решения

1.1. Вырожденная модель деформации двутавровой балки

В Ω×R+ рассмотрим вырожденное уравнение Хоффа (4), моделирующее выпучи-
вание двутавровой балки, находящейся под постоянной нагрузкой. При этом искомая
функция v = v(s, t), (s, t) ∈ Ω × R+, моделирует отклонение балки от вертикали,
параметры αi ∈ R \ {0}, i = 1, ..., k, характеризуют свойства материала балки, па-
раметр λ ∈ R+ характеризует нагрузку на балку. Рассмотрим условие Шоуолтера –
Сидорова

(λ+∆)(v(s, 0)− v0(s)) = 0, s ∈ Ω, (11)

с краевым условием (7) для уравнения (4).

Введем пространства H =
◦

W 1
2 (Ω), Y = W−1

2 (Ω), X = L2(Ω), B = L2k(Ω), построим
операторы

(Lv, u) =

∫

Ω

(λvu−∇v · ∇u)ds, ∀v, u ∈ H,

(Mv, u) = α1

∫

Ω

vuds, ∀v, u ∈ H,

(N(v), u) =

∫

Ω

(α2v
3 + ...+ αk−1v

2k−3 + αkv
2k−1)uds ∀v, u ∈ B.

В силу предложенного построения операторы L,M ∈ L(H;Y), причем оператор L

фредгольмов, при этом при всех значениях α1 ∈ R\{0} оператор M L-ограничен, а
оператор N ∈ C∞(H;Y), если k = 1, 2 при n = 4 или k = 1, 2, 3 при n = 3 или k ∈ N

при n = 1, 2.
Обозначим через {ϕk} собственные функции однородной задачи Дирихле для опе-

ратора (−∆), занумерованные по неубыванию, а через {νk} соответствующие им соб-
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ственные значения. Построим множество

M =







v ∈ H :

∫

Ω

(α1 + α2v
2 + ...+ αkv

2k−2)vϕkds = 0, λ = νk







.

Теорема 1. [32] Пусть k = 1, 2 при n = 4 или k = 1, 2, 3 при n = 3 или k ∈ N при
n = 1, 2. Тогда

(i) если kerL = {0}, то фазовым пространством уравнения (4) служит все про-
странство H;

(ii) если kerL 6= {0}, все коэффициенты αi ∈ R\{0}, i = 1, ..., k, одного знака,
то фазовым пространством уравнения (4) служит простое многообразие M,
моделируемое подпространством H1 = {v ∈ H : (v, ϕk) = 0, λ = νk};

(iii) если все коэффициенты αi ∈ R\{0}, i = 1, ..., k, одного знака, то существует и
притом единственное решение задачи (4), (7), (11).

1.2. Модель Плотникова

В полуполосе (a, b)×R+ рассмотрим систему уравнений Плотникова (3) с краевым
условием

(us − λu)(a, t) = (us + λu)(b, t) = 0, t ∈ R+, (12)

и начальным условием Шоуолтера – Сидорова

v(0) = v0. (13)

Математическая модель (3), (12) является одной из моделей фазового поля в рам-
ках мезоскопической теории в предположении, что время релаксации равно нулю.
Параметры β и δ характеризуют фазовый переход. Здесь u = col(v, w), v = v(s, t),
w = w(s, t), (s, t) ∈ (a, b)× R+, параметры λ, δ ∈ R+, β ∈ R.

Введем банахово пространство H = W 1
2 (a, b)×W 1

2 (a, b), гильбертово пространство
X = L2(a, b)× L2(a, b), скалярное произведение которого определим как

[u, ζ ] =

b
∫

a

vξds+

b
∫

a

wηds = (v, ξ) + (w, η),

где ζ = col(ξ, η), а через (·, ·) обозначим скалярное произведение в L2(a, b). Обозначим
через Y пространство, сопряженное к X относительно двойственности [·, ·]. Построим
линейные операторы L,M : X → Y:

[Lu, ζ ] =

b
∫

a

vξds, v, ζ ∈ X;

[Mu, ζ ] = −

b
∫

a

vsξsds− λ (v(a)ξ(a) + v(b)ξ(b)) +

b
∫

a

wsξsds+ λ (w(a)ξ(a) + w(b)ξ(b))−
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−

b
∫

a

wsηsds− λ (w(a)η(a) + w(b)η(b)) , v, ζ ∈ H.

Отметим, что оператор L ∈ L(X;Y), а оператор M ∈ Cl(X;Y), dom M = H. При этом
оператор M L-секториален.

Обозначим через {νk} собственные значения спектральной задачи

−ϕss = νϕ, s ∈ (a, b),

ϕs(a) = λϕ(a), ϕs(b) = −λϕ(b),
(14)

занумерованные по неубыванию, а через {ϕk} соответствующие собственные функ-
ции, ортонормированные в смысле скалярного произведения (·, ·). Построим нелиней-
ный оператор

[N(u), ζ ] =

b
∫

a

(v + δw − βw3)ηds

и положим dom N = B = L4(a, b) × L4(a, b). В силу предложенного построения при
всех фиксированных значениях параметров β, δ ∈ R оператор N ∈ C∞(B;B∗).

Построим пространство Xα = X0
1⊕X1

α, где X1
α = L4(a, b)×{0}, X0

1 = {0}×W 1
2 (a, b),

тогда выполняются плотные и непрерывные вложения

H →֒ Xα →֒ B →֒ X →֒ Y.

Построим фазовое многообразие M, которое примет вид

M = {u ∈ Xα :

b
∫

a

vηds =

b
∫

a

(wsηs − δwη + βw3η)ds+ λ(w(a)η(a) + w(b)η(b))}.

Теорема 2. [11] Для всех фиксированных значений параметров β, λ ∈ R+, δ ∈ (0, ν1),

(i) фазовым пространством уравнения (3) служит простое банахово C∞-
многообразие M;

(ii) для любого u0 ∈ Xα существует единственное решение задачи (3), (12), (13).

1.3. Вырожденная модель распределенного брюсселятора

В Ω×R+ рассмотрим вырожденную систему уравнений распределенного брюссе-
лятора (1), моделирующую периодическую химическую реакцию, которая в случае
ε2 = 0 примет вид

{

vt = α1∆v + β1 − (β2 + 1)v + v2w,

0 = α2∆w + β2v − v2w,
(15)

с граничным условием (5) и начальным условием Шоуолтера – Сидорова

v(0) = v0. (16)
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Здесь функции v = v(s, t) и w = w(s, t) описывают концентрации реагентов, члены
α1∆v, α2∆w характеризуют диффузию реагентов (в силу закона Фики), α1, α2 ∈
R\{0} – коэффициенты диффузии, параметры β1, β2 ∈ R описывают концентрации
исходных реагентов, которые предполагаются постоянными.

Аналогично параграфу 1.2 введем в рассмотрение банахово пространство H =

H1 × H2 =
◦

W
1

2(Ω)×
◦

W
1

2(Ω), гильбертово пространство X = L2(Ω) × L2(Ω), скалярное
произведение которого определим как [u, ζ ] = (v, ξ) + (w, η), где u = (v, w), ζ = (ξ, η),
при этом (·, ·) – скалярное произведение в L2(Ω). Обозначим через Y пространство,
сопряженное к H относительно двойственности [·, ·]. Построим линейные операторы
L,M : H → Y следующим образом:

[Lu, ζ ] = (v, ξ), u, ζ ∈ H,

[Mu, ζ ] = −α1(vsi, ξsi)− α2(wsi, ηsi), u, ζ ∈ H.

В силу задания операторы L,M обладают свойствами L ∈ L(H,Y), M ∈ L(H;Y).

Замечание 1. Заметим, что здесь и далее выполняется соглашение Эйнштейна о
суммировании по повторяющимся индексам.

В силу предложенного построения при всех фиксированных значениях парамет-
ров α1, α2 ∈ R\{0} оператор M будет L-секториальным. Далее построим нелинейный
оператор

[N(u), ζ ] = (β1 − (β2 + 1)v + v2w, ξ) + (β2v − v2w, η)

и положим dom N = B = L4(Ω)×L4(Ω), B
∗ = L 4

3

(Ω)×L 4

3

(Ω). Для всех фиксирован-

ных значений параметров β1, β2 ∈ R, n ≤ 4, оператор N ∈ C∞(B;B∗).

Построим пространство Xα = X0
1 ⊕ X1

α, где X0
1 = {0} ×

◦

W
1

2(Ω), X
1
α = Xα × {0},

Xα = L4(Ω). Следует отметить, что при n ≤ 4 справедливо плотное и непрерывное
вложение

H →֒ B →֒ X →֒ B∗ →֒ Y.

Построим фазовое многообразие M, которое примет вид

Mε2 = {u ∈ Xα : (α2wsi, ηsi) + (v2w, η) = (β2v, η)}.

Теорема 3. [9] Для всех фиксированных значений параметров α1 ∈ R\{0}, α2 ∈ R+,
β1, β2 ∈ R, n ≤ 4,

(i) фазовым пространством системы уравнений (15) служит простое C∞-
многообразие Mε2;

(ii) для любого u0 ∈ Xα существует и единственно решение (5), (15), (16).

1.4. Вырожденная модель распространения нервного импульса

В цилиндре Ω × R+ рассмотрим вырожденную систему уравнений Фитц Хью –
Нагумо (2) в случае ε1 = 0, которая примет вид

{

0 = α1∆v + β12w − β11v,

wt = α2∆w + β22w − β21v − w3 (17)
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с граничным условием (5) и начальным условием

w(0) = w0. (18)

Математическая модель (2), (5) моделирует распространение волн возбуждения, ле-
жащих в основе передачи нервных импульсов в биологической системе. Здесь w =
w(s, t) – функция, описывающая динамику мембранного потенциала, v = v(s, t) – мед-
ленная восстанавливающая функция, связанная с ионными токами, α1, α2 ∈ R\{0},
β11, β12, β21, β22 ∈ R – фиксированные параметры, характеризующие: β11, β12 – порог
возбуждения и его скорость, α1 – электропроводность среды, α2 – реполяризацию
среды.

Введем банахово пространство H = H1 × H2 =
◦

W
1

2(Ω)×
◦

W
1

2(Ω), гильбертово про-
странство X = L2(Ω) × L2(Ω). Обозначим через Y пространство, сопряженное к H

относительно двойственности [·, ·]. Построим линейные операторы L,M : H → Y сле-
дующим образом:

[Lu, ζ ] = (w, η), x, ζ ∈ H,

[Mu, ζ ] = −α1(vsi, ξsi)− α2(wsi, ηsi).

В силу построенной конструкции L ∈ L(H,Y), M ∈ L(H,Y). Отметим, что для всех
фиксированных значений параметров α1, α2 ∈ R\{0} оператор M L-секториален.

Далее построим нелинейный оператор

[N(x), ζ ] = (β12w − β11v, ξ) + (β22w − β21v − w3, η)

и положим dom N = B = B1 ×B2 = L4(Ω)× L4(Ω), B
∗ = B∗

1 ×B∗

2 = L 4

3

(Ω)× L 4

3

(Ω).
При всех фиксированных значениях параметров β12, β22, β11, β21 ∈ R, n ≤ 4, оператор
N ∈ C∞(B;B∗).

Построим пространство Xα = X0
1 ⊕ X1

α, где X0
1 = W 1

2 (Ω) × {0}, X1
α = {0} × Xα,

Xα = L4(Ω). Следует отметить, что при n ≤ 4 справедливо плотное и непрерывное
вложение

H →֒ Xα →֒ B →֒ X.

Построим фазовое многообразие

Mε1 = {x ∈ Xα : (α1vsi, ξsi) + (β11v, ξ) = (β12w, ξ)}. (19)

Теорема 4. [20] Для всех фиксированных значений параметров α2 ∈ R\{0},
β21, β22 ∈ R, α1, β11, β12 ∈ R+, n ≤ 4,

(i) фазовым пространством системы уравнений (17) служит простое C∞-
многообразие Mε1;

(ii) для любого u0 ∈ Xα существует и единственно решение (5), (17), (18).

2. Фазовые многообразия с особенностями. Неединственность

решения

2.1. Вырожденная модель Хоффа

В Ω × R+ рассмотрим уравнение Хоффа (4) в случае k = 2 с краевым условием
(5) и начальным условием (11). Пространства H, Y, X, B и операторы L, M, N были
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построены в п. 1.1. Построим проектор I − Q = (·, ϕ1), где ϕ1 ∈ kerL, ||ϕ1||L2(Ω) = 1,
и множество

M = {v ∈ B : (Mv +N(v), ϕ1) = 0}.

Замечание 2. Здесь и далее будем рассматривать только такие собственные функ-
ции ϕk спектральной задачи с однородным условием Дирихле для оператора (−∆),
которые соответствуют однократным собственным значениям νk, т.е. таким, для ко-
торых выполняется условие

dim ker(νI+∆) = 1.

Построим подпространство B⊥ = {v⊥ ∈ B : (v⊥, ϕ1) = 0} и представим вектор
v = qϕ1 + v⊥, тогда множество M C∞-диффеоморфно множеству

Mq =







(q, v⊥) ∈ R×B : q3||ϕ1||
4
B + 3q2

∫

Ω

ϕ3
1v

⊥ds+

+q





∫

Ω

ϕ2
1(v

⊥)2ds+ α1α
−1
2



+

∫

Ω

ϕ1(v
⊥)3ds = 0







.

(20)

Выделим во множестве M подмножество

M′ = {v ∈ B : (Mϕ1 +N ′

vϕ1, ϕ1) = 0} ∩M.

Множество M′ C∞-диффеоморфно множеству

M′

q =







(q, v⊥) ∈ R×B⊥ : 3q2||ϕ1||
4
B + 6q

∫

Ω

ϕ3
1v

⊥ds+

+3

∫

Ω

ϕ2
1(v

⊥)2ds+ α1α
−1
2 = 0







∩M′.

(21)

Теорема 5. [33] Пусть 1 ≤ n ≤ 4, α1α2 < 0, λ = ν1. Тогда
(i) любой вектор ξ ∈ kerL\{0} не имеет (M + N ′

v)-присоединенных векторов,
если v ∈ M\M ′;

(ii) любой вектор ξ ∈ kerL\{0} имеет точно один (M + N ′

v)-присоединенный
вектор, если v ∈ M ′ \B⊥.

Рассмотрим уравнение Хоффа (4) при k = 2 в случае Ω = (0, l):

λvt + vsst = α1v + α2v
3, s ∈ (0, l), t ∈ (0, T ). (22)

Для нашего случая задача Шоуолтера – Сидорова примет вид:

λ (v(s, 0)− v0(s)) + (vss(s, 0)− v0(s)) = 0, s ∈ (0, l). (23)

Построим фазовое многообразие уравнения

M = {v ∈ B : (α1v, ϕ1) +
(

α2v
3, ϕ1

)

= 0}. (24)
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Уравнение, определяющее множество M, является кубическим уравнением общего

вида aq3 + bq2 + cq + d = 0, здесь a = ‖ϕ1‖
4
B, b = 3

l
∫

0

ϕ3
1v

⊥ ds, c = 3
l
∫

0

ϕ2
1v

⊥ ds+ α1α
−1
2 ,

d =
l
∫

0

ϕ1(v
⊥)3ds, p =

3ac− b2

9a2
, e =

1

2

(

2b3

27a3
−

bc

3a2
+

d

a

)

, Res(r, v⊥) = p3 + e2,

R(q, v⊥) = 3q2‖ϕ1‖
4
B + + 6q

l
∫

0

ϕ3
1v

⊥ ds+ 3

l
∫

0

ϕ2
1(v

⊥)2 ds+ α1α
−1
2 .

Построим множества

B⊥

+ = {v⊥ ∈ B⊥ : Res(q, v⊥) > 0},

B⊥

−
= {v⊥ ∈ B⊥ : Res(q, v⊥) < 0}.

Теорема 6. [10] Пусть α1α2 < 0, λ = ν1. Тогда
(i) множество Mr образует 2-сборку Уитни;
(ii) для любого v0 ∈ B⊥ ∩B⊥

−
существуют три решения задачи (7), (22), (23);

(iii) для любого v0 ∈ B⊥ ∩B⊥

+ существует одно решение задачи (7), (22), (23).

2.2. Модель Плотникова

В полуполосе (a, b)×R+ рассмотрим математическую модель Плотникова (3), (12)
с условием Шоуолтера – Сидорова (13). Пространства H, X, B, Xα, Y и операторы
L, M и N были построены в п. 1.2. Рассмотрим случай, когда δ = ν1, где ν1 – первое
собственное значение спектральной задачи (14).

Если положить v = v⊥ + rϕ1, w = w⊥ + qϕ1, то фазовое многообразие M, постро-
енное в п. 1.2, определяется системой из двух уравнений































b
∫

a

v⊥η⊥ds =
b
∫

a

(w⊥

s η
⊥

s − ν1w
⊥η⊥ + β(w⊥ + qϕ1)

3η⊥)ds+

+λ(w⊥(a)η⊥(a) + w⊥(b)η⊥(b)),

β−1r =
b
∫

a

(w⊥ + qϕ1)
3ϕ1ds,

(25)

где вместо η сначала подставлено η⊥, а потом ϕ1. Здесь числа r, q ∈ R, а ϕ1 – собствен-
ная функция задачи (14), отвечающая собственному значению ν1 и нормированная в
смысле L2(a, b); векторы v⊥ ∈ B⊥

1 , w
⊥, η⊥ ∈ H⊥

2 , где B⊥

1 = {v ∈ B1 : (v, ϕ1) = 0}, H⊥

2 =
{w ∈ H2 : (w, ϕ1) = 0}.

Перейдем к рассмотрению второго соотношения в (25), которое представим в виде

q3||ϕ1||
4
L4

+ 3q2
b

∫

a

ϕ3
1w

⊥ds+ 3q

b
∫

a

ϕ2
1(w

⊥)2ds+

b
∫

a

ϕ1(w
⊥)3 − β−1r = 0. (26)
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Уравнение (26) является кубическим уравнением общего вида aq3 + bq2 + cq + d = 0,
где

a = ||ϕ1||
4
L4(Ω), b = 3

∫

Ω

w⊥ϕ3
1ds, c = 3

∫

Ω

(w⊥)2ϕ2
1ds,

d =
∫

Ω

ϕ1(w
⊥)3ds− β21r, p =

3ac− b2

9a2
, e =

1

2

(

2b3

27a3
−

bc

3a2
+

d

a

)

,

Res(q, w⊥) = p3 + e2.

(27)

Как хорошо известно из формул Кардано, уравнение (26) имеет от одного до
трех действительных корней, причем оно имеет точно два корня, если вдобавок к
нему выполняется

R(r, w⊥) = r2||ϕ1||
4
L4

+ 2r

b
∫

a

ϕ3
1w

⊥ds+

b
∫

a

ϕ2
1(w

⊥)2 = 0.

Введем в рассмотрение множество P = {u ∈ M : R(r, w⊥) 6= 0}.
Для удобства дальнейшего рассмотрения введем следующие множества:

H0
2 = {w ∈ H2 : R(r, w⊥) = 0},

H+
2 = {w ∈ H2 : R(r, w⊥) > 0},

H−

2 = {w ∈ H2 : R(r, w⊥) < 0}.

Теорема 7. [11] При любых β, λ ∈ R+

(i) множество M образует 2-сборку Уитни;
(ii) для любого v0 ∈ B1 ∩ H− существует одно решение задачи (3), (12), (13);
(iii) для любого v0 ∈ B1 ∩ H+ существуют три решения задачи (3), (12), (13).

2.3. Вырожденная модель распределенного брюсселятора

В Ω×R+ рассмотрим вырожденную систему уравнений распределенного брюссе-
лятора (1) в случае ε1 = 0, которая примет вид

{

0 = α1∆v + β1 − (β2 + 1)v + v2w,

wt = α2∆w + β2v − v2w,
(28)

с краевым условием (5) и начальным условием

w(0) = w0. (29)

Пространства H, X, B, Y и операторы M и N были построены в п. 1.3. Отличи-
тельной особенностью данной задачи является задание оператора

[Lu, ζ ] = (w, η), u, ζ ∈ H.

Отметим, что для всех фиксированных значений параметров α1, α2 ∈ R\{0} оператор
M будет L-секториальным.

Построим пространство Xα = X0
1 ⊕ X1

α, где X1
α = {0} × Xα, X0

1 =
◦

W
1

2(Ω) × {0},
Xα = L4(Ω). В силу свойств оператора N и получившихся вложений справедливо
N ∈ C∞(Xα;Y).
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Построим фазовое многообразие

Mε1 = {u ∈ Xα : (α1vsi , ξsi) = (β1 − (β2 + 1)v + v2w, ξ)}. (30)

Возьмем произвольную точку u = (v, w) ∈ Xα, представим u = (v⊥ + qϕk, w
⊥), где

v⊥ ∈ H⊥

1 , w
⊥ ∈ (Xα)⊥, H⊥

1 = {v ∈ H1 : (v
⊥, ϕk) = 0}, (Xα)⊥ = {w⊥ ∈ Xα : (w⊥, ϕk) = 0}.

Тогда множество (30) может быть определено следующим образом

Mε1=







x∈ Xα :







(α1v
⊥

si
, ξ⊥si) = (β1−(β2+1)v⊥, ξ⊥)+

+(v⊥+qϕk)
2w⊥, ξ⊥),

−(β1, ϕk) = ((v⊥+qϕk)
2w⊥, ϕk)







. (31)

При этом первое соотношение в (31) получено в случае, когда подставлено ξ = ξ⊥ в
(30), а второе соотношение в случае ξ = ϕk.

Рассмотрим второе соотношение (31) и, преобразуя его, получим:

q2
∫

Ω

w⊥ϕ3
kds+2q

∫

Ω

(v⊥)2w⊥ϕ2
kds+

∫

Ω

(v⊥)2w⊥ϕkds+

∫

Ω

β1ϕkds = 0. (32)

Заметим, что уравнение (32) является квадратным уравнением вида ar2 + br+ c = 0,
где

a =

∫

Ω

w⊥ϕ3
kds, b = 2

∫

Ω

(v⊥)2w⊥ϕ2
kds, c =

∫

Ω

(v⊥)2w⊥ϕkds+

∫

Ω

β1ϕkds.

Построим функционал Res(v⊥) : H⊥

1 → R:

Res(v⊥) = 4





∫

Ω

(v⊥)2w⊥ϕ2
kds





2

− 4 ·

∫

Ω

w⊥ϕ3
kds ·





∫

Ω

(v⊥)2w⊥ϕkds+

∫

Ω

β1ϕkds





и рассмотрим множество

(H⊥

1 )+ = {v⊥ ∈ H⊥

1 : Res(v⊥) > 0}.

Для любого v⊥, принадлежащего множеству (H⊥

1 )+, уравнение (32) будет иметь
два различных решения вида

q− =

−2
∫

Ω

(v⊥)2w⊥ϕ2
kds−

√

Res(v⊥)

2
∫

Ω

w⊥ϕ3
kds

,

q+ =

−2
∫

Ω

(v⊥)2w⊥ϕ2
kds+

√

Res(v⊥)

2
∫

Ω

w⊥ϕ3
kds

.

Построим множества

Mε1−=

{

u∈Xα :

{

(α1v
⊥

si
,ξ⊥si)=(β1−(β2+1)v⊥+(v⊥+q−ϕ1)

2w⊥,ξ⊥),
v = q−(v

⊥)ϕk + v⊥

}

,

Mε1+=

{

u∈Xα :

{

(α1v
⊥

si
,ξ⊥si)=(β1−(β2+1)v⊥+(v⊥+q+ϕ1)

2w⊥,ξ⊥),
v = q+(v

⊥)ϕk + v⊥

}

.
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В том случае, когда начальные значения лежат во множестве Mε1\(Mε1+∪Mε1−),
их принято называть точками складки Уитни фазового пространства. Наличие в фа-
зовом многообразии особенностей предполагает, что уравнение может иметь несколь-
ко решений или не иметь их совсем. Построим множества

(H⊥

1 )− = {v⊥ ∈ H⊥

1 : Res(v⊥) < 0},

(H⊥

1 )0 = {v⊥ ∈ H⊥

1 : Res(v⊥) = 0}.

Теорема 8. [9] Для всех фиксированных параметров α1, α2 ∈ R\{0}, β1, β2 ∈ R,

n ≤ 4,

(i) фазовое пространство Mε1− ∪Mε1+ содержит 1-сборку Уитни;

(ii) для любого u0 ∈ (H⊥

1 )+ × (Xα)⊥ существует два решения задачи (5), (28), (29);

(iii) для любого u0 ∈ (H⊥

1 )0× (Xα)⊥ существует одно решение задачи (5), (28), (29);

(iv) для любого u0 ∈ (H⊥

1 )− × (Xα)⊥ задача (5), (28), (29) не имеет решения.

2.4. Вырожденная модель распространения нервного импульса

В Ω× R+ рассмотрим вырожденную систему уравнений Фитц Хью – Нагумо (2)
в случае ε2 = 0, которая примет вид

{

vt = α1∆v + β12w − β11v,

0 = α2∆w + β22w − β21v − w3 (33)

с граничным условием (5) и начальным условием

v(0) = v0. (34)

Пространства H, X, B, Y и операторы M и N были построены в п. 1.4. Отличи-
тельной особенностью данной задачи является задание оператора

[Lu, ζ ] = (v, ξ), u, ζ ∈ H. (35)

Отметим, что для всех фиксированных значений параметров α1, α2 ∈ R\{0} оператор
M L-секториален.

Построим пространство Xα = X0
1 ⊕ X1

α, где X0
1 = {0} × W 1

2 (Ω), X
1
α = Xα × {0}.

Для всех фиксированных значений параметров βij ∈ R, i, j = 1, 2, n ≤ 4, оператор
N ∈ C∞(Xα;Y).

Построим фазовое многообразие

Mε2 =

{

u ∈ Xα : −(v, ξ) =

(

−
β22

β21
w +

1

β21
w3, ξ

)

+

(

α2

β21
wsi, ξsi

)}

. (36)

Рассмотрим случай β22 = α2ν1, положим

Xα⊥ = {v⊥ ∈ Xα : (v⊥, ϕ1) = 0}, H⊥

2 = {w⊥ ∈
◦

W 1
2 (Ω) : (w⊥, ϕ1) = 0}.

96 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2022, vol. 15, no. 1, pp. 84–100



ОБЗОРНЫЕ СТАТЬИ

Если v ∈ Xα⊥ и w ∈
◦

W 1
2 (Ω) представить в виде v = v⊥ + rϕ1 и w = w⊥ + qϕ1, где

r, q ∈ R, то множество

Mε2 =







































x ∈ Xα :







































∫

Ω

−v⊥ξ⊥ds =
∫

Ω

(

−β22

β21
w⊥ξ⊥ + α2

β21
w⊥

si
ξ⊥si+

+
1

β21
(w⊥ + qϕ1)

3ξ⊥
)

ds,

−β21r =

∫

Ω

(w⊥ + qϕ1)
3ϕ1ds







































. (37)

Перейдем к рассмотрению второго соотношения в (37) и, преобразуя его, получим:

q3||ϕ1||
4
L4(Ω) + 3q2

∫

Ω

w⊥ϕ3
1ds+ 3q

∫

Ω

(w⊥)2ϕ2
1ds+

∫

Ω

ϕ1(w
⊥)3ds+ β21r = 0. (38)

Уравнение (38) является кубическим уравнением общего вида aq3 + bq2 + cq + d = 0,
где

a = ||ϕ1||
4
L4(Ω), b = 3

∫

Ω

w⊥ϕ3
1ds, c = 3

∫

Ω

(w⊥)2ϕ2
1ds,

d =
∫

Ω

ϕ1(w
⊥)3ds− β21r, p =

3ac− b2

9a2
, e =

1

2

(

2b3

27a3
−

bc

3a2
+

d

a

)

,

Res(q, w⊥) = p3 + e2,

R(q, w⊥) = q2‖ϕ1‖
4
L4(Ω) + 2q

∫

Ω

ϕ3
1w

⊥ds+
∫

Ω

ϕ2
1(w

⊥)2ds.

Построим множества

H0
2 = {w ∈ H2 : R(q, w⊥) = 0}, H+

2 = {w ∈ H2 : Res(q, w⊥) > 0},

H−

2 = {w ∈ H2 : Res(q, w⊥) < 0}.

Теорема 9. [20] При любых α1, β11, β12 ∈ R, α2, β21 ∈ R+, β22 = α2ν1, n ≤ 4,
(i) фазовое пространство Mε2 содержит 2-сборку Уитни;
(ii) для любого v0 ∈ Xα

⋂

H−

2 существует одно решение задачи (5), (33), (34);
(iii) для любого v0 ∈ Xα

⋂

H+
2 существует три решения задачи (5), (33), (34).
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SEMILINEAR MODELS OF SOBOLEV TYPE. NON-UNIQUENESS
OF SOLUTION TO THE SHOWALTER–SIDOROV PROBLEM

N.A. Manakova1, O.V. Gavrilova1, K.V. Perevozchikova1

1South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation
E-mail: manakovana@susu.ru, gavrilovaov@susu.ru, vasiuchkovakv@susu.ru

The article is of a survey nature and contains the results of a study about the

morphology of the phase spaces of semilinear models of Sobolev type. The paper presents

studies of the mathematical models whose phase spaces belong to smooth Banach manifolds

with singularities depending on the parameters of the problem, namely, the Hoff model,

the Plotnikov model, the distributed brusselator model, and the nerve impulse propagation

model. In the first part of the article, we present conditions under which the phase manifolds

of the considered models are simple smooth Banach manifolds, which implies the uniqueness

of a solution to the Showalter–Sidorov problem. In the second part of the article, we present

conditions under which the phase manifolds of the considered models contain singularities,

which implies the non-uniqueness of a solution to the Showalter–Sidorov problem.

Keywords: Sobolev type equations; phase space; morphology of phase space; Banach

manifold; Showalter–Sidorov problem; k-assembly Whitney.
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