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СТРУКТУРА УДАРНЫХ ВОЛН В СМЕСИ
КОНДЕНСИРОВАННЫХ СРЕД С РАЗЛИЧНЫМИ

ДАВЛЕНИЯМИ

А.В. Федоров

В рамках модели механики гетерогенных сжимаемых сред с различными скоро-

стями, температурами и давлениями компонентов, использующей законы сохранения

массы, импульса и энергии для каждой фазы, дополненные уравнением кинетики ком-

пактирования решается задача о структуре ударной волны. Физическая задача сводит-

ся к анализу некоторой краевой задачи для обыкновенного дифференциального урав-

нения. Показывается корректность этой задачи, что позволяет дать классификацию

типов ударных волн в виде замороженных и дисперсионных ударных волн. Математи-

ческая модель верифицируется по экспериментальным данным об ударных адиабатах

смеси алюминия и эпоксидной смолы. Указываются предельные условия для приме-

нимости данной модели при описании ударноволновых экспериментов в гетерогенных

смесях конденсированных материалов.

Ключевые слова: смесь конденсированных сжимаемых сред; ударная волна с ре-

лаксацией.

Введение

Проблема физико-математического описания распространения волновых процессов в
гетерогенных средах представляет значительный интерес для отраслей промышленности, в
которых в качестве объектов воздействия используются смеси твердых тел, смеси мелких
твердых частиц/капель и жидкостей/газов.

В рамках моделей гетерогенных сред, с одним общим для обоих компонент давлением
(назовем их моделями типа Р1), описание распространения волн сжатия встречает опре-
деленные затруднения в связи с составным типом математической модели. В то же время
в литературе были развиты подходы (Baer M.R., Bdzil J.B., Нигматулин Р.И., Куропатен-
ко В.Ф., Фомин В.М., Федоров А.В., Nunziato J.W., Kapila A., Menikoff R., Powers J.M.,
Stewart D.S. и др.) к описанию смесей конденсированных материалов, которые основаны
на предположении о различии давлений компонент смеси. Привлекательным свойством по-
добных математических моделей является их эволюционность (модели типа Р2). Ниже мы
кратко остановимся на результатах некоторых работ, выполненных в ИТПМ СО РАН в пе-
риод с 1990 года по настоящее время в рамках моделей типа Р2 и также новых результатах
в этой области.

Волновая динамика смесей двух конденсированных сред изучалась в [1] в рамках ме-
ханики гетерогенных сред (МГС) с различными скоростями, давлениями и температура-
ми компонентов, с учетом горения дисперсной фазы. Показано, что эта математическая
модель, замкнутая уравнением m2-переноса дисперсной фазы, является гиперболической.
Было установлено также, что в односкоростной изотермической среде с двумя давлениями
могут распространяться дисперсионные или замороженные ударные волны (УВ). В рабо-
тах [2, 3] эта задача рассматривалась в рамках двухскоростного приближения механики
гетерогенных сжимаемых смесей с различными давлениями в предположении постоянства
объемной концентрации компонентов смеси. Построена карта решений в плоскости началь-
ных параметров смеси (m10, u0). Здесь u0 — начальная скорость смеси, m10 — начальная
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объемная концентрация первой фазы. Карта решений определяет области существования
одно- и двухфронтовых структур ударных волн смешанного типа. В [4] были определены
структуры УВ в двухскоростной смеси с одинаковыми давлениями компонентов в случае
некоторого частного вида давления, действующего вдоль сильного разрыва параметров.
В [5] численно показана устойчивость распространения УВ различных типов, найденных
в [1–4], и решена задача об отражении ударных волн от жесткой стенки.

Проблема описания УВ в смеси двух сжимаемых сред с линейными уравнениями состоя-
ния (УРС) в случае переменной объемной концентрации компонентов изучена далее в [6–11].
Здесь, в рамках более общей по сравнению с [1–5] математической модели, также описаны
различные конфигурации дисперсионных и замороженных ударных волн в смеси. Числен-
но показана их устойчивость относительно инфинитезимальных и конечных возмущений,
решена задача об отражении УВ различных типов от жестких границ и комбинированных
разрывов (разрывов пористости). Показано, что ударная волна может как сохранять, так и
менять свой тип при отражении, найдены конфигурации течения за разрывом пористости
в композитном теле в зависимости от начальных параметров смеси и ее компонент.

В наших последующих работах [12–18] различные приближения этой модели были ве-
рифицированы на решениях задач о взаимодействии ударных волн и волн разрежения с
экранирующими пористыми слоями.

В данной работе рассмотрена задача о структуре ударной волны в смеси двух конден-
сированных тел с учетом неизотермичности процесса нагружения при использовании нели-
нейных УРС в форме Ми— Грюнайзена и модели Р2. В качестве УРС принято трехчленное
представление некалорического члена [19]. Путем сравнения экспериментальных динами-
ческих адиабат компонент и теоретических данных Л.П. Орленко [20], Walsh M.H. [19, 21]
были выяснены области применимости трехчленных УРС при описании смеси. Предложе-
на процедура, позволяющая определить температуру компонентов смеси на основе уравне-
ний состояния [19]. Процедура апробирована на парциальных уравнениях состояния путем
сравнения с данными расчетов [22]. На основе верифицированных математических моде-
лей в односкоростном приближении далее построена теория бегущей волны в приближении
неравновесной по давлениям смеси. Это позволило показать область применимости теории
Николаевского В.Н. [23–25], о которой в [26] были высказаны замечания об отрицательности
внутренних энергий компонент в некоторых случаях нагружения смесей.

1. Физико-математическая постановка задачи

Рассмотрим смесь двух конденсированных материалов, один из которых — тяжелый,
дискретно распределен в непрерывно заполняющем единичный объем среды более легком
материале. Считаем, что частицы тяжелого материала достаточно мелкие. Это позволя-
ет нам ограничиться случаем односкоростного однотемпературного приближения механики
гетерогенных сред с различными давлениями компонентов.

Уравнения балансов массы, импульса и энергии, записанные для смеси в целом, имеют
следующий вид:

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
= 0,

∂(ρu)

∂t
+

∂(ρu2 + p)

∂x
= 0,

∂(ρE)

∂t
+

∂(ρuE + pu)

∂x
= 0.

(1)

К уравнениям (1) добавляется дифференциальное уравнение m2-переноса, описывающее
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выравнивание давлений в зоне релаксации за фронтом ударной волны:

∂(ρm2)

∂t
+

∂(ρum2)

∂x
= η = ρω = −m1m2ρµ

−1(p1 − p2). (2)

Эта система замыкается заданием парциальных УРС компонентов смеси:

pi = piX + piT , piT = ΓiρiieiT ,

ei = eiX + eiT , eiT = cV i(T − T0),
(3)

здесь ρ = ρ1 + ρ2 = m1ρ11 +m2ρ22 — средняя плотность, ρii = ξiρ/mi — истинная плотность
фазы, u — скорость, p = m1p1 +m2p2 — среднее давление, E = e+ u2/2 — полная энергия
смеси, pi — давление i-й компоненты, e = ξ1e1 + ξ2e2 — внутренняя энергия смеси, eiX —
холодная энергия i-й фазы, Γi — коэффициент Грюнайзена, cV i — удельная теплоемкость,
T — температура, mi — объемная концентрация i-й компоненты, µ — стесненная вязкость
смеси, ξi = ρi/ρ — относительная массовая концентрация i-й фазы, индексом ноль отмечено
стандартное начальное состояние.

Некалорическая (холодная) составляющая давления определяется из известного соотно-

шения pi = ρ2ii
dei
dρii

. К более подробному описанию мы вернемся позднее, а сейчас приведем

формулы, описывающие давления и энергии компонент смеси в виде одночленных функций
для piX и eiX . Они получены при условии, что уравнение состояния компоненты записано
в калорической форме p = a(ρ) + b(ρ)e:

pi = ci
(ρii/ρii0)

Γ1+1 − 1

Γi + 1
+ ΓiρiicV i(T − T0),

ei = ci

(

(ρii/ρii0)
Γ1 − 1

Γiρii0
−

(ρii/ρii0)
Γ1+1 − 1

(Γi + 1)ρii

)

+ cV i(T − T0).

(4)

На основе предложенной системы уравнений рассмотрим задачу о распространении ста-
ционарной УВ, которая решалась нами ранее в изотермическом приближении. Уравнения
(1)–(3), описывающие ее структуру в сопутствующей системе координат ζ = x−Dt, имеют
вид законов сохранения массы, импульса и энергии для смеси в целом и кинетики компак-
тирования:

ρu = C1, C1u+ p = C2, e+ pu+
u2

2
= C3,

ṁ2 = m1m2

p2 − p1
uµ2

, p =

2
∑

i=1

mipi, e =

2
∑

i=1

ξiei,

pi = piX(ρ,mi) + piT (ρ, T ), ei = eiX(ρ,mi) + piT (ρ, T ).

(5)

Безразмерные переменные, введенные в (5), получены путем отнесения плотности к ρ110,
давления — к ρ110a

2
1, скорости — к скорости звука в первой фазе a1. Точка над буквой

означает дифференцирование по ζ.
Уравнения (5) должны удовлетворять краевым условиям стационарности на ±∞:

~U → ~U0,K , ~̇U → 0, ζ → ±∞, (6)

где U(ρ, u, T,m2) есть вектор решения. Тем самым задача определения структуры УВ све-
лась к решению краевой задачи (5), (6).
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Возможны два вида перехода смеси в конечное состояние. Первый возникает, если на-
чальная скорость смеси относительно ударной волны принадлежит межзвуковому интер-
валу. Это будет так называемая дисперсионная ударная волна. Второй возникает при от-
носительной скорости смеси большей, чем замороженная скорость звука. В этом случае в
лидирующей ударной волне сохраняется постоянной объемная концентрация фаз. В после-
дующей после нее зоне релаксации давлений происходит их выравнивание и рост темпера-
туры фаз. Эти возможные типы течений в ударной волне будут установлены ниже. Теперь
же остановимся на некоторых предельных типах течения смеси.

2. Замороженное течение

2.1. Уранения состояния для смеси

В том случае, если время релаксации объемной концентрации второй компоненты много
больше характерного времени распространения сигнала в смеси, то можно полагать, что
концентрации компонентов сохраняются неизменными, mi = mi0. И тогда калорическая
форма уравнения состояния смеси примет вид

p = p0

(

ρ

ρ0
− 1

)

+ ρ(Γ1ξ1e1 + Γ2ξ2e2) = p0

(

ρ

ρ0
− 1

)

+ Γ1ρe+∆Γ2ξ2ρe2, (7)

здесь ∆Γ2 = Γ2 −Γ1, p0 = m1p10 +m2p20, и в парциальном уравнении состояния i-го компо-
нента принята следующая форма представления:

pi = ai(ρii) + Γiρiiei, ai(ρii) = pi0(δi − 1), δi =
ρii
ρii0

,

т. е. линейный вид для первого слагаемого, зависящего только от плотности смеси. Сделано
это для простоты изложения, добавление квадратичных и кубических членов не приводит
к принципиальным затруднениям. В общем виде ai(ρii) = ciµi + diµ

2
i + siµ

3
i , где µi = δi − 1.

Используя (7) и парциальные уравнения состояния, известным образом для линейного пред-
ставления ai(ρii) можно получить такие выражения для холодных давлений и внутренних
энергий компонентов, а на их основе и для смеси в целом:

eiX(ρii) = a2i

(

δΓi

i − 1

Γ1

−
δΓi

i − 1

δi(Γ1 + 1)

)

, e = ξ1e1 + ξ2e2,

piX = pi0
δΓi

i − 1

Γ1 + 1
, p = m1p1 +m2p2.

2.2. Выражения для термодинамических параметров смеси
через приращение скорости

Используя (7), нетрудно найти, что приращение внутренней энергии смеси выражается
через приращение скорости ∆u = u− u0 следующим образом:

e =
p− p0

(

ρ
ρ0

− 1
)

− ρ∆Γ2ξ2e2

Γ1ρ
=

p0 − ρ0u0u

Γ1ρu
∆u−

∆Γ2ξ2e2
Γ1

. (8)

Закон сохранения энергии, с учетом уравнений сохранения массы и импульса, позволяет
найти, после выражения давления и удельного объема через скорость смеси, представление
для внутренней энергии смеси

e =
(∆u)2

2
. (9)
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На основе (8), (9) найдем полезное выражение для внутренней энергии второй компо-
ненты:

e2 = −
Γ1

∆Γ2ξ2

1 + 2

Γ2

2
∆u(u− u2),

u2
u0

=
1 + 2

Γ1M
2

0

1 + 2

Γ1

,

M0 =
u0
a0

, a20 = ξ1a
2
1 + ξ2a

2
2 =

p0
ρ0

.

(10)

Представление (10) указывает, что внутренняя энергия второй компоненты положитель-
на в интервале u ∈ (u2, u0), если ∆Γ2 > 0. Заметим, что скорость за фронтом ударной волны,
распространяющейся в i-й среде с уравнением состояния вида (7) выражается формулой,
аналогичной (10) для u2, но Γ1 следует заменить на Γi, а скорость звука смеси a0 на ai.
Аналогичным образом, используя (9), (10), находим и выражение внутренней энергии для
первого компонента через приращение скорости среды

e1 = −
Γ2

∆Γ2ξ1

1 + 2

Γ2

2
∆u(u− u1),

u1
u0

=
1 + 2

Γ2M
2

0

1 + 2

Γ2

. (11)

Причем нетрудно показать, что u2 < u1. Таким образом, на основе вышеизложенного можно
сформулировать

Утверждение 1. В смеси двух твердых тел с парциальными уравнениями состояния,
имеющими линейное представление некалорического члена, внутренняя энергия смеси по-
ложительна безусловно, при этом парциальные энергии компонентов положительны одно-
временно при u ∈ (u2, u1).

2.3. Уравнение для определения скорости смеси за замороженной ударной
волной, его приближенное решение для слабых ударных волн

После получения выражений для приращений термодинамических величин смеси через
приращение скорости можно найти одно уравнение для определения значений скорости за
фронтом ударной волны из условия равенства температур компонентов в виде

e2 − e2X =
cV 2

cV
(e− eX), cV = ξ1cV 1 + ξ2cV 2. (12)

Здесь cV — теплоемкость смеси. Подставляя в (12) выражения (8)–(10), найдем, что оно
представляет собой нелинейное уравнение для определения u = ũ — скорости за фронтом
ударной волны.

Получим приближенное решение этого уравнения при
∆u

u0
≪ 1. В этом случае найдем

e ≈ a20
(δ − 1)2

2
, e2X ≈ a22

(δ − 1)2

2
. Используя эти выражения в (6) и сокращая на приращение

скорости в полученном уравнении (это означает отбрасывание естественного корня u0) для
определения ũ, получим уравнение третьей степени

−

(

δ

2
+ a

)

u3 +

(

au2 +
δ

2
u0

)

u2 − (a22 − δa20)u+ (a22 − δa20)u0 = 0,

a =
Γ1

(

1 + 2

Γ1

)

2∆Γ2ξ2
, δ =

cV 2

cV
.

(13)

Пусть ξ2 → 0, тогда δ → 1, M0 → M10. Выделяя главную часть в (13), нетрудно получить
приближенное значение корня

ũ =
1 + 2

Γ1M
2

10

1 + 2

Γ1

u0. (14)
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Отсюда видно, что в данном предельном варианте течения скорость за фронтом ударной
волны определяется параметрами первой компоненты. Во втором предельном типе течения
ξ2 → 1 нетрудно показать, что (13) имеет решение, определяемое второй компонентой

ũ =
1 + 2

Γ2M
2

20

1 + 2

Γ2

u0. (15)

Утверждение 2. Значения параметров на ударной волне, определяемые на основе (13)
в приближении малого содержания первой или второй компоненты, имеют выражения, со-
ответствующие параметрам полностью второй или первой компоненте (14), (15).

В общем случае немалых
∆u

u0
решение (13) можно найти следующим образом. Опреде-

лим скорость за ударной волной из соотношений:

p = m1p1 +m2p2, p = C2 − C1u.

Приравнивая эти два уравнения, получим

m1p1X +m2p2X + R̄ρ(T − T0)− C2 + C1u = 0, (16)

где R̄ = Γ1ξ1cV 1 + Γ2ξ2cV 2. В дальнейшем введем обозначение для холодного давления
смеси pX = m1p1X +m2p2X . Разность температур в (16) выразим из уравнения энергии, что
позволяет получить следующее выражение:

T − T0 =
C31 − C21u+ u2

2
− eX

cV
. (17)

Из уравнения неразрывности имеем

ρ =
C1

u
. (18)

Подставляя (17), (18) в уравнение (16), найдем:

pX −
C1Γ

u
eX +

C3Γ

u
− C2(Γ + 1) + C1u

(

Γ

2
+ 1

)

= 0, (19)

где Γ = R̄/cV .
Уравнение (19) является основным уравнением для определения скорости за фронтом

замороженной УВ, его корни находятся численно. Проверка правильности нахождения кор-
ней осуществляется по уравнениям (14) и (15).

3. Равновесное течение (построение уравнения состояния

для смеси двух конденсированных сред)

Пусть в течении смеси давления фаз одинаковы. Такой вариант реализуется в случае,
если время релаксации объемной концентрации второй компоненты много меньше харак-
терного времени распространения сигнала в смеси. Тогда параметры этого движения смеси
должны удовлетворять уравнению:

p1(ρ,m1, T ) = p2(ρ,m1, T ). (20)

Если существует решение (20) относительно me
1 = m1(ρ, T ), то, подставляя его в одну из

формул, выражающих давление фаз, найдем уравнение состояния смеси с одним, общим
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для фаз, давлением. Действительно, если p1 = p2, то уравнение p =
∑2

1
mipi преобразуется

в p = pi. Примем pi = p1 и окончательно получим уравнение состояния смеси:

p = p1(ρ,m
e
1(ρ, T ), T ). (21)

Замечание. По теореме о неявной функции для существования решения (20) достаточ-
но, чтобы функция P (ρ,m1, T ) = p1(ρ,m1, T ) − p2(ρ,m1, T ) была непрерывно дифференци-

руема по m1 и
∂P

∂m1

6= 0 в начальной точке (ρ0,m10, T0).

3.1. Определение равновесной скорости звука

В равновесном течении с УРС (21) определяется равновесная скорость звука по формуле

c2,e = p,ρ +
p,T
e,T

(pV 2 − eρ). Выражения для производных можно найти в [27].

4. Расчет структуры ударной волны в смеси алюминия
и эпоксидной смолы

Прежде чем перейти к описанию процедуры расчета структуры УВ в гетерогенных сме-
сях, остановимся кратко на некоторых исследованиях теоретического и экспериментального
характера, посвященных данному вопросу.

В [23] предложена математическая модель структуры фронта ударной волны в водо-
насыщенном грунте, принимающая во внимание различие скоростей и равенство давлений
компонентов грунтовой массы. Замыкание модели производится за счет парциальных УРС
каждой из сжимаемых компонент. Решение возникающей краевой задачи ищется в классе
бегущих волн. Для слабых УВ проводится некоторый анализ решений этой задачи. Дан
пример расчета. Вопросы существования решения краевой задачи не обсуждаются. В [24]
данная математическая модель обобщена на случай механики гетерогенной среды с различ-
ными скоростями и температурами компонентов и общим для обоих компонентов давлением.
Проведен ее термодинамический анализ. В случае замороженного течения автору удалось
проинтегрировать уравнение энергии одной из фаз, что позволяет использовать получен-
ное соотношение в качестве условия на УВ. Далее подробно исследуется случай течения,
равновесного по скоростям и температурам. Здесь выписано уравнение Рэлея— Михельсона
в плоскости (P, V ) и балансовое соотношение для полной энергии смеси. Качественно об-
суждаются возможности получения УРС равновесной смеси двух сжимаемых конденсиро-
ванных материалов и пористого материала. В [25] дано обобщение предыдущих работ на
случай смеси n конденсированных материалов. Получены формулы для описания равно-
весных ударных адиабат (УА) смеси. Верификация предложенной математической модели
осуществлялась путем сравнения экспериментальной и расчетной УА латуни (смесь меди,
цинка и свинца, с относительной массовой концентрацией 0,615, 0,36 и 0,025 соответствен-
но). Получено их неплохое соответствие. Далее по известной из эксперимента УА смеси [26]
и известному УРС компонента строится УА компонентов.

В [28] предложен экспериментальный метод, позволяющий определять ударные адиаба-
ты гетерогенных смесей двух материалов. В качестве математической модели используется
уравнение, определяющее средний удельный объем смеси через относительные массовые
концентрации компонентов и их истинные плотности. Делается предположение о равенстве
давлений компонентов за фронтом УВ, т. е. применяется равновесная по давлениям мо-
дель механики гетерогенной среды. Это позволяет построить УА исследуемого компонента.
При этом авторы полагают справедливыми законы сохранения для него, как для монолита,
несмотря на необходимость учета стесненности этого компонента, движущегося в смеси.
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Отметим, что в некоторых работах критикуется смесевой гетерогенный подход, разви-
ваемый в [23–25], вследствие того, что при расчетах УА авторы получали отрицательные
приращения внутренней энергии компонентов. Выше нами этот факт получен аналитиче-
ски. Однако, по нашему мнению, это говорит лишь о пределах применимости подхода ме-
ханики гетерогенных сред для описания процесса нагружения смесей. Действительно, и
авторами [23–25], и нашими аналитическими исследованиями, и расчетами показано, что в
разумных пределах и для широкого диапазона плотностей компонентов смеси пользоваться
данной математической моделью и развиваемой на ее основе математической технологией
возможно.

4.1. Доказательство существования стационарной структуры
ударной волны в смеси

Уравнения, предложенные выше для описания структуры ударной волны, могут быть
сведены к одному уравнению относительно скорости смеси:

du

dζ
= m1m2

(

p,m2
−

p,T
e,T

e,m2

)

u(p2 − p1)

µ2C1(c2f − u2)
= g(u), (22)

которое должно удовлетворять условиям стационарности перед и за фронтом ударной волны

u → u0,k, u′ → 0, ζ → ±∞, (23)

здесь c2f — квадрат замороженной скорости звука. В качестве конечного состояния u =
uk выбирается ближайший к ũ корень, лежащий на равновесной адиабате Гюгонио. Знак
собственного числа нетрудно определить из его представления:

λ =
dg(u)

du
= ϕ(u)

u2 − c2e
u2 − c2f

, ϕ(u) = p2,m2
− p1,m2

< 0,

а c2e, c2f — квадрат равновесной и замороженной скорости звука. Видно, что λ > 0 при
u ∈ (ce, cf ) и λ < 0 при u > cf . Это означает, что при u = uk, λk < 0; при u0 ∈ (ce, cf )0,
λ0 > 0; при u0 > cf0, λ0 < 0. Отсюда и следует, аналогично [2]:

Утверждение 3. Если u0 > cf0, то решение (22), (23) существует в классе разрывных
функций, т. е. в виде замороженной ударной волны. Если u0 ∈ (ce, cf )0 — дисперсионному
интервалу, то решение является непрерывно-дифференцируемым, т.е. дисперсионной удар-
ной волной.

Физически первый тип течения соответствует замороженной ударной волне, к которой
примыкает зона релаксации давлений компонентов.

Во втором типе течения параметры течения изменяются непрерывно, т. е. являют вол-
ну сжатия. Прежде чем описывать возможные структуры ударных волн, остановимся на
верификации модели. Для этого опишем ударные адиабаты мономатериалов, которые со-
ставляют смесь, а затем и УА собственно смеси.

4.2. О расчете краевой задачи (22), (23)

Поставленная краевая задача решалась с помощью пакета Гира, предложенного для
решения жестких обыкновенных дифференциальных уравнений. Конечное состояние сме-
си определялось по равновесной ударной адиабате (УА), то есть уравнением Ренкина—
Гюгонио. Расчеты были проведены для смеси эпоксидной смолы и частиц алюминия.
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Рис. 1. Ударная адиабата алюминия и эпоксидной смолы построенная по Орлен-
ко Л.П. [20], Walsh M.H. [21], Holmes B.S. et al [19], Р. Кинслоу ( [28], pD), маркеры —
экспериментальные данные [19, 22]

Прежде чем перейти к расчетам структуры УВ в смеси, мы остановились на проверке
точности УРС компонентов смеси [12]. На рис. 1 приводятся данные по УА для исследу-
емых материалов. Они построены по аппроксимирующим формулам УА из Орленко [20],
Р. Кинслоу [28] (линейная связь между скоростью УВ и массовой скоростью), Holmes B.S.
et. al [19]. В представлении для УРС из [19] удерживались линейные (p1), квадратичные
(p2), кубические (p3) члены. Как видно, они дают удовлетворительное описание УА. Экспе-
риментальные точки взяты из [19] и [26].

Утверждение 4. Уравнение состояния, обследованное выше, позволяет с удовлетвори-
тельной точностью описать поведение изучаемых материалов на ударной адиабате, в том
числе и при определении температуры материала [12].

4.3. Определение ударных адиабат смеси

Второй шаг — ударные адиабаты смеси. Их построение мы проведем на основе тестиро-
ванных уравнений состояния компонентов смеси как для замороженной, так и для равно-
весной УА. Расчеты проводились для разных концентраций алюминия и эпоксидной смолы
в смеси Майер А.В. Результаты приведены на рис. 2. Как видно, смесевые адиабаты ле-
жат внутри некоторой области в (P, V )-плоскости, ограниченной адиабатами компонентов.
Нижней границей является ударная адиабата эпоксидной смолы, более сильно сжимаемого
материала; верхней — ударная адиабата слабо сжимаемого алюминия.

В свою очередь экспериментальные данные [19] и их расчеты лежат в «вилке», образо-
ванной равновесной и замороженной адиабатами. Причем расчетные данные [19] при малых
отклонениях сжатия от единицы идут вблизи от равновесных ударных адиабат. С уменьше-
нием V/V0 они приближаются к замороженным ударным адиабатам. Вообще говоря, следует
отметить, что в нашей расчетной модели имеется тенденция стремления равновесной удар-
ной адиабаты к замороженной. Это ограничивает границы применимости используемых
уравнений состояния. Возможно, это связано с использованием Γi = Γi0 = const, что при-
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Рис. 2. Экспериментальные и теоретические ударные адиабаты смеси эпоксидной
смолы и алюминия

водит к погрешностям в определении полного давления смеси. Заметим также, что наши
расчеты по равновесной ударной адиабате лучше описывают эксперименты, чем заморо-
женные ударные адиабаты. Это позволяет высказать утверждение о релаксации давлений
за фронтом замороженной ударной волны к конечному равновесному состоянию, т. е. фи-
зически оправдать указанное выше Утверждение 2 о типах ударных волн.

Итак, проведенные расчеты динамических адиабат смеси по различным подходам пока-
зали, что:
— ударная адиабата более сильно сжимаемого материала — эпоксидной смолы — является
нижней, а более слабо сжимаемого алюминия — верхней границей для ударных адиабат
смеси.
— замороженная ударная адиабата смеси является верхней границей, а равновесная — ниж-
ней для расчетных данных [25], при этом при малых отклонениях от начального состояния
имеет место близость равновесной ударной адиабаты и ударной адиабаты [25], с ростом сжа-
тия имеет место близость данных [25] с замороженной ударной адиабатой.
— экспериментальные данные [25] лучше описываются равновесной ударной адиабатой сме-
си, чем замороженной.

5. Обсуждение расчетных данных по структурам ударных волн
в неизотермической смеси

5.1. Карта решений

Для построения карты решений были проведены расчеты скоростей звука в зависимости
от начальной объемной концентрации m10 первой фазы. Результаты приведены на рис. 3.
В области D1, расположенной между кривыми ce0 и cf0, определены дисперсионные удар-
ные волны, выше cf0, но ниже ukr, т. е. в D2 определены замороженные ударные волны. В
рамках данной математической модели (Γi = Γi0 = const и трехчленного уравнения состо-

2014, том 7, № 1 113



А.В. Федоров

Рис. 3. Карта решений. Распределение скоростей звука в смеси в зависимости от
объемной концентрации первой компоненты

яния) выше u0,kr расположена область неустойчивого течения. Здесь следует отказаться от
попыток описания поведения материалов данными уравнениями состояния.

5.2. Замороженная ударная волна

Остановимся на расчете замороженной ударной волны. Для этого численно найдена
скорость смеси за фронтом замороженной УВ — ũ. В [27] показано, что в случае слабых УВ
численное решение совпадает с приближенным аналитическим. В частности было проведено

сравнение найденных численных значений ũ с аналитическим решением ũ =
1 + 2/Γ2M

2
20

1 + 2/Γ2

u0,

полученным выше при анализе слабых замороженных ударных волн. Точность определения
ũ оказалась достаточно высока.

Представляет интерес поведение параметров в зоне релаксации давлений. Здесь следует
отметить, что при изменении начальной объемной концентрации первой компоненты m01 ∈

[0, 1] в смеси ее конечное равновесное состояние uk меняется от близкого к определяемому
только алюминием, т. е. второй компонентой до определяемого эпоксидной смолой (m10 = 1).
Скорость за замороженной УВ ũ(m10) имеет аналогичное поведение. С той лишь разницей,
что эта функция имеет выпуклость кверху (рис. 3). Введем ū = u/ũ(m10).

Изучим теперь непосредственно, каково локальное поведение динамических и термоди-
намических параметров вниз по потоку от фронта замороженного сильного разрыва. На
рис. 4 приведены распределения скорости смеси ū = u/ũ(ζ) для различных объемных кон-
центраций первой компоненты. Видно, что для приведенной скорости ū для двух различных
значений m10 имеет место одно и тоже ее значение в конечном состоянии. В этом смысле
такие смеси являются эквивалентными. Соответствие устанавливается с помощью функции
ūk(m10). У нее имеется некоторое значение m10 = m∗, при котором ū достигает минимум.
Построив перпендикуляр, выходящий из оси абсцисс, и проводя через него прямые, па-
раллельные ей, находим точки их пересечения с ū(m10). Эти точки определяются двумя
значениями объемной концентрации первой фазы. Здесь же видно, что с ростом доли эпок-
сидной смолы в смеси ширина зоны релаксации давлений уменьшается. Это легко можно
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Рис. 4. Распределение относительной скорости u/ucV , ucV = ũ за фронтом заморо-
женной ударной волны при различных концентрациях эпоксидной смолы

Рис. 5. Распределение давлений за фронтом замороженной ударной волны

увидеть при составлении профилей ū при m10 = 0.06 и m10 = 0.95, а также m10 = 0.21 и
m10 = 0.86.

Распределение давлений приведено на рис. 5, вместе со средним давлением смеси
p = m1p1 + m2p2. Оказалось, что при данном значении m10 во втором компоненте дав-
ление ведет себя немонотонно. После прохождения локального максимума давление падает
до равновесного конечного состояния. Поскольку больше половины объема смеси занима-
ет первая фаза, общее давление смеси p ведет себя монотонно, как в первой компоненте.
Следует отметить, что, как и ранее в неизотермической смеси [5], давление второй фазы
проявляет свое немонотонное поведение при росте m10.
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Заключение

В рамках механики гетерогенных сред с различными давлениями определена структура
ударной волны в смеси двух конденсированных сред.

Для уравнений состояния Ми— Грюнайзена компонентов указана область справедли-
вости гетерогенного подхода к описанию динамики смеси путем сопоставления расчетных
замороженных и равновесных ударных адиабат с экспериментальными для смеси алюминия
и эпоксидной смолы.
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We solve the problem of the structure of the shock wave in the heterogeneous mixture

within the model of the mechanics of heterogeneous compressible media with different

velocities, temperatures and pressures of components, using the laws of conservation of

mass, momentum and energy for each phase, supplemented by kinetic equation compaction.

Physical problem is reduced to the analysis of some boundary value problem for ordinary

differential equation. The well-posedness of this problem was shown. This allows one to

classify the types of shock waves in the mixture in the form of frozen and dispersive

shock waves. Mathematical model is verified by experimental data on the shock adiabat

mixture of aluminum and epoxy. The limiting conditions for the applicability of this model

in describing the shock-wave experiments in a heterogeneous mixture of condensed materials

are determined.
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