
ÓÄÊ 519.63:517.958 DOI: 10.14529/mmp140203

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

ÄÈÔÔÓÇÈÈ-ÀÄÂÅÊÖÈÈ ÐÀÄÎÍÀ Â ÊÓÑÎ×ÍÎ-

ÏÎÑÒÎßÍÍÛÕ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÑËÎÈÑÒÛÕ ÑÐÅÄÀÕ

Ñ ÂÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ

Â.Í. Êðèçñêèé, À.Ð. Íàôèêîâà

Àêòóàëüíîñòü ðàäîíîâîé òåìàòèêè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è ïðàêòèêè äî

ñèõ ïîð ïðîäîëæàåò ðàñòè. Â àñïåêòå ðàäèàöèîííîé áåçîïàñíîñòè èíòåðåñ ê ðàäîíó

îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ çàùèòû ÷åëîâåêà îò ïàòîãåííîãî âîçäåéñòâèÿ èîíèçà-

öèè, ãåíåðèðóåìîé ýòèì ýëåìåíòîì è äî÷åðíèìè ïðîäóêòàìè åãî ðàñïàäà. Äðóãàÿ ñòî-

ðîíà ðàäîíîâîé ïðîáëåìû ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ðàäîí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èíäèêàòîðîâ

ñåéñìîãåîäèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòè ñòðóêòóð êîíòèíåíòàëüíîé êîðû. Â ýòîì ïëàíå åãî

èçó÷åíèå ìîæåò âíåñòè ñóùåñòâåííûé âêëàä â ïîíèìàíèå çàêîíîìåðíîñòåé ðàçâèòèÿ

íîâåéøåé ðàçëîìíîé òåêòîíèêè è äàòü çíà÷èìóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ñåéñìè÷åñêîãî ïðî-

ãíîçà. Òàêæå îñòàþòñÿ íå äî êîíöà èçó÷åííûìè âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âûÿâëåíèåì

è îïèñàíèåì ïðîöåññîâ è ìåõàíèçìîâ ïåðåíîñà ðàäîíà â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ, ôàêòî-

ðîâ, îáóñëàâëèâàþùèõ âðåìåííóþ è ïðîñòðàíñòâåííóþ äèíàìèêó ðàäîíîâîãî ïîëÿ,

÷òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ. Âñå ýòî â

ñîâîêóïíîñòè ñïîñîáñòâóåò àêòèâíîìó ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ðàäîíà è åãî äî÷åðíèõ ïðîäóêòîâ ðàñïàäà â ðàçëè÷íûõ, â

òîì ÷èñëå àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ.

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèôôóçèè-àäâåêöèè ðàäîíà â ñëîè-

ñòûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ñ àíèçîòðîïíûìè âêëþ÷åíèÿìè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé êðàåâóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðåäëîæåí êîìáè-

íèðîâàííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñòðîåí àëãî-

ðèòì ðàñ÷åòà ïîëÿ îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ðàäîíà; àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà; êðàåâàÿ çàäà÷à;

ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé; ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà.

Ââåäåíèå

Ðàäîí, â ñèëó ñâîèõ ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ïðè ðàçëè÷íûõ
ãåîëîãè÷åñêèõ è ãåîòåõíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Äèíàìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè
ðàäîíà â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå ïî÷âû îòðàæàþò äèíàìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãîðíîãî ìàññèâà, ÷òî ñëóæèò îñíîâîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ âàðè-
àöèé ïîëÿ ðàäîíà êàê êðàòêîñðî÷íîãî ïðåäâåñòíèêà ñåéñìè÷åñêèõ ñîáûòèé [1]. Â ãåîëîãèè
èçîòîïû ðàäîíà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà óðàíîâûõ è òîðèåâûõ ðóä, äëÿ ýêîëîãè÷åñêîãî
êàðòèðîâàíèÿ ïðè âûáîðå ïëîùàäîê ïîä ñòðîèòåëüñòâî ïðîìûøëåííûõ è æèëûõ ñîîðó-
æåíèé. Ïîâûøåííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàäîíà íàä çàëåæàìè óãëåâîäîðîäîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîèñêà è îêîíòóðèâàíèÿ íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé.

Èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäîíà â ãðóíòå è åãî ñòîêà â ïðèçåìíûé ñëîé àò-
ìîñôåðû ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàç-
ðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî òèïà çàäà÷ è ðàñ÷åòà ïîëåé îáúåìíîé àêòèâíîñòè
ðàäîíà èìååò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå â òàêèõ íàïðàâëåíèÿõ, êàê ñåéñìîëîãèÿ, ãåîõèìèÿ,
ðàçâåäî÷íàÿ ãåîôèçèêà è ò.ä.
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Постановка задачи и способ решения

Будем рассматривать горизонтально-слоистую модель среды с локальными включени-
ями, отражающую типовую структуру нефтеносного района (см. рисунок).

Горизонтально-слоистая среда с включениями

Пусть среда разделена гладкими параметрически заданными границами γi.0 =
{γi.0(x, y)|γi.0 → zi при

√
x2 + y2 → ∞} (i = 0, N) на горизонтальные слои

Ω0.0,Ω1.0, . . . ,ΩN.0, заполненные веществом, диффузионные свойства которого описываются
симметричными тензорами

Di.0 =



di.0xx di.0xy di.0xz
di.0xy di.0yy di.0yz
di.0xz di.0yz di.0zz




и скоростями адвекции ν0.0, ν1.0, . . . , νN.0 соответственно.
Каждый слой Ωi.0 содержит Mi локальных включений Ωi.j(j = 1,Mi) с границами γi.j ,

заполненных веществом, физические свойства которого описываются постоянными симмет-
ричными тензорами диффузии

Di.j =



d
i.j
xx d

i.j
xy d

i.j
xz

d
i.j
xy d

i.j
yy d

i.j
yz

d
i.j
xz d

i.j
yz d

i.j
zz




и скоростями адвекции νi.j , i = 0, N, j = 1,Mi.

Математическая модель переноса радона в области исследования Ω =
⋃N
i=0

⋃Mi

j=0
Ωi.j ⊂

R3 может быть представлена начально-краевой задачей вида:

2014, том 7, № 2 39



В.Н. Кризский, А.Р. Нафикова

∂Ai.j(P, t)

∂t
= div(Di.j∇Ai.j(P, t)) + νi.j

∂Ai.j(P, t)

∂z
− λ(Ai.j(P, t) −Ai.∞),

P = P (x, y, z) ∈ Ωi.j , i = 0, N, j = 0,Mi;

((Di.0∇Ai.0(P, t), n)+νi.0Ai.0(P, t))|γi.0
= ((Di+1.0∇Ai+1.0(P, t), n)+

+νi+1.0Ai+1.0(P, t))|γi.0
, i = 0, N − 1;

Ai.0(P, t)|γi.0
= Ai+1.0(P, t)|γi.0

, i = 0, N − 1; (1)

((Di.j∇Ai.j(P, t), n)+νi.jAi.j(P, t))|γi.j
= ((Di.0∇Ai.0(P, t), n)+

+νi.0Ai.0(P, t))|γi.j
, i = 0, N, j = 1,Mi;

Ai.j(P, t)|γi.j
= Ai.0(P, t)|γi.j

, i = 0, N, j = 1,Mi;

lim
z→∞

AN.0(P, t) = AN.∞, lim
z→−∞

A0.0(P, t) = 0;

lim
P∈Ωi.0,

√
x2+y2→∞

Ai.0(P, t) = A
i
(P, t), i = 0, N ;

Ai.j(P, 0) = 0, i = 0, N, j = 0,Mi.

Здесь Ai.j(P, t) – объемная активность радона в грунте; λ – постоянная распада радона;
Ai.∞ – объемная активность радона, находящегося в радиоактивном равновесии с радием
(226Ra) в грунте i-го слоя, которая равна Ai.∞ = Ki.emAi.Raρi.s(1−ηi)), Ki.em – коэффициент
эманирования радона, Ai.Ra – удельная активность 226Ra, ρi.s – плотность твердых частиц, ηi
– пористость грунта, A

i
(P, t) – нормальное поле радона, описывающее диффузию-адвекцию

радона в слоистой среде в предположении отсутствия включений. Переменная t ≥ 0 – время.
Если область Ω0.0 – приземный слой атмосферы, то в задаче (1) следует положить

A0.∞ = 0. При M0 > 0 включения Ω0.1, . . . ,Ω0.M0
могут описывать жилые и производ-

ственные сооружения.
Представим искомую функцию объемной активности радона в грунте Ai.j(P, t) в виде

суммы двух вспомогательных функций нормального Ai(P, t) и аномального Ai.j(P, t) полей,
т.е.

Ai.j(P, t) = Ai(P, t) +Ai.j(P, t), i = 0, N, j = 0,Mi, (2)

где нормальное поле радона определяется краевой задачей:

∂Ai(P, t)

∂t
= div(Di.0∇Ai(P, t)) + νi.0

∂Ai(P, t)

∂z
− λ(Ai(P, t) −Ai.∞),

P ∈ Ωi.0, i = 0, N ;

((Di.0∇Ai(P, t), n)+νi.0Ai(P, t))|γi.0
=

((Di+1.0∇Ai+1(P, t), n) + νi+1.0Ai+1(P, t))|γi.0
, i = 0, N − 1;

(3)

Ai(P, t)|γi.0
= Ai+1.0(P, t)|γi.0

, i = 0, N − 1;

lim
z→∞

AN (P, t) = AN
∞

; lim
z→−∞

A0(P, t) = 0;

lim
P∈Ωi,

√
x2+y2→∞

Ai(P, t) = Ãi(z, t), i = 0, N ;Ai(P, 0) = 0, i = 0, N,

где Ãi(z, t) – объемная активность радона в кусочно-однородной горизонтально-слоистой
среде с плоско-параллельными границами z = zi, i = 0, N − 1 и коэффициентами диффузии
d̃i = di.0zz , i = 0, N . Способ определения Ãi(z, t) описан в [2].
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С учетом задачи (3) аномальное поле радона удовлетворяет следующей краевой задаче:

∂Ai.j(P, t)

∂t
= div(Di.j∇Ai.j(P, t)) + νi.j

∂Ai.j(P, t)

∂z
− λAi.j(P, t),

P ∈ Ωi.j , i = 0, N, j = 0,Mi;

((Di.0∇Ai.0(P, t), n)+νi.0Ai.0(P, t))|γi.0
= ((Di+1.0∇Ai+1.0(P, t), n)+

+νi+1.0Ai+1.0(P, t))|γi.0
, i = 0, N − 1;

Ai.0(P, t)|γi.0
= Ai+1.0(P, t)|γi.0

, i = 0, N − 1; (4)

((Di.j∇Ai.j(P, t), n) + νi.jAi.j(P, t))|γi.j
= [(Di.0∇Ai.0(P, t), n)+

+νi.0Ai.0(P, t) + ψi.0(P, t)]|γi.j
, i = 0, N, j = 1,Mi,

ψi.0(P, t) = ((Di.0 −Di.j)∇Ai(P, t), n) + (νi.0 − νi.j)Ai(P, t); (∗)
Ai.j(P, t)|γi.j

= Ai.0(P, t)|γi.j
, i = 0, N, j = 1,Mi;

lim
P→∞

Ai.0(P, t) = 0, i = 0, N ;Ai.j(P, 0) = 0, i = 0, N, j = 0,Mi.

Cделаем в задаче (4) замену вида:

Ai.j(P, t) = e−λtui.j(P
′, t), (5)

где P ′ = (x, y, z′), z′ = z + νi,jt.

Получим задачу:

∂ui.j(P
′, t)

∂t
= div(Di.j∇ui.j(P ′, t)), P ′ ∈ Ωi.j , i = 0, N, j = 0,Mi;

((Di.0∇ui.0(P ′, t), n)+νi.0ui.0(P
′, t))|γ′i.0 = ((Di+1.0∇ui+1.0(P

′, t), n)+

+νi+1.0ui+1.0(P
′, t))|γ′i.0 , i = 0, N − 1;

((Di.j∇ui.j(P ′, t), n) + νi.jui.j(P
′, t))|γ′i.j = ((Di.0∇ui.0(P ′, t), n)+

+νi.0ui.0(P
′, t) + ψi.0(P

′, t))|γ′i.j , i = 0, N, j = 1,Mi;
(6)

ui.j(P
′, t))|γ′i.0 = ui.0(P

′, t))|γ′i.0 , i = 0, N, j = 1,Mi;

lim
P ′→∞

ui.0(P
′, t) = 0, i = 0, N ;

ui.j(P
′, 0) = 0, i = 0, N, j = 0,Mi.

Применим к задаче (6) способ решения, описанный в работе [3], используя интегральное
преобразование Лапласа

F (P ′, s) =

∞∫

0

u(P ′, t)e−stdt (7)

с формулой обращения

u(P ′, t) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

F (P ′, s)estds. (8)
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Получим следующую краевую задачу:

div(Di.j∇Fi.j(P ′, s)) − sFi.j(P
′, s) = 0, P ′ ∈ Ωi.j , i = 0, N, j = 0,Mi;

((Di.0∇Fi.0(P ′, s), n) + νi.0Fi.0(P
′, s))|γ′i.0 = ((Di+1.0∇Fi+1.0(P

′, s), n)+

+νi+1.0Fi+1.0(P
′, s))|γ′i.0 , i = 0, N − 1;

Fi.0(P
′, s)|γi.0

= Fi+1.0(P
′, s)|γi.0

, i = 0, N − 1; (9)

((Di.j∇Fi.j(P ′, s), n) + νi.jFi.j(P
′, s))|γ′i.j = ((Di.0∇Fi.0(P ′, s), n)+

+νi.0Fi.0(P
′, s) + Fψi.0

(P ′, s))|γ′i.j , i = 0, N, j = 1,Mi,

Fψi.0
(P ′) = ((Di.0 −Di.j)∇Fi

(P ′, s), n) + (νi.0 − νi.j)Fi
(P ′, s);

Fi.j(P
′, s)|γ′i.j = Fi.0(P

′, s)|γ′i.j , i = 0, N, j = 1,Mi;

lim
P ′→∞

Fi.j(P
′, s) = 0, i = 0, N,

где функции Fψi.0
(P ′) и Fi(P

′, s) – есть образы функций ψi.0(P
′, t) и Ai(P

′, t) при преобра-
зовании (7) соответственно.

Для решения задачи (9) рассмотрим вспомогательную задачу для функции Грина
G(P,Q) – функции точечного источника, находящегося в произвольной точке Q(xq, yq, zq) и
генерирующего диффузионное поле единичной интенсивности во вмещающем пространстве
(в слоистой среде без включений):

div(Di.0∇Gi.0(P ′, Q)) − sGi.0(P
′, Q) = −δ(P ′, Q), P ′ ∈ Ωi.0, i = 0, N ;

((Di.0∇Gi.0(P ′, Q), n)+νi.0Gi.0(P
′, Q))|γ′i.0 = ((Di+1.0∇Gi+1.0(P

′, Q), n)+

+νi+1.0Gi+1.0(P
′, Q))|γ′i.0 , i = 0, N − 1;

(10)

Gi.0(P
′, Q)|γ′i.0 = Gi+1.0(P

′, Q)|γ′i.0 , i = 0, N − 1;

lim
P ′→∞

Gi.j(P
′, Q) = 0, i = 0, N.

Согласно [3], интегральное представление задачи (9) будет иметь вид:

F (P ′, s) =
N∑

i=0

Mi∑

j=1

∫

γ′i.j

Fi.j(Q, s)[(νi.0 − νi.j)Gi.0(P
′, Q)+ (11)

+((Di.0 −Di.j)∇Gi.0(P ′, Q), nQ)]dγi,jQ +
N∑

i=0

Mi∑

j=1

∫

γ′i.j

Fψi.0
(Q)Gi.0(P

′, Q)dγi.jQ .

Здесь nQ – вектор внешней нормали к границе включения в точке Q, а граничные зна-
чения функции Fi.j(Q, s) находятся как решение системы интегральных уравнений Фред-
гольма второго рода, формируемых из (9) при P ′ ∈ γi.j :

Fi.j(P
′, s) −

N∑

i=0

Mi∑

j=1

∫

γ′i.j

Fi.j(Q, s)[(νi.0 − νi.j)Gi.0(P
′, Q)+ (12)

+(Di.0 −Di.j)∇Gi.0(P ′, Q), nQ]dγi.jQ =
N∑

i=0

Mi∑

j=1

∫

γ′i.j

Fψi.0
(Q)Gi.0(P

′, Q)dγi.jQ , P
′ ∈ γi.j .
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Таким образом, алгоритм решения исходной задачи (1) имеет вид:

Шаг 1. Определяем нормальное поле радона Ã
i
(z, t) в горизонтально-слоистой кусочно-

однородной среде с плоско-параллельными границами z = zi = const, i = 0, N − 1, коэффи-
циентами диффузии d̃i = di.0zz , i = 0, N и скоростями адвекции νi.0, i = 0, N по алгоритму,
описанному в работе [2].

Шаг 2. Если границы слоев z = γi.0(x, y) = zi = const, то есть среда имеет плоско-
параллельные границы, то решение задачи (3) для нормального поля радона найдено:
Ai(P, t) = Ãi(z, t). Иначе следует решить задачу (2), например, методом интегральных урав-
нений, формируя их по участкам γi.0(x, y) 6= zi.

Шаг 3. Вычисляем функции ψi.0(P
′, t) на границах включений γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi по

формуле (*).
Шаг 4. Для каждого из значений параметра s множества квадратурных узлов численно-

го обращения преобразования Лапласа (в соответствии с алгоритмом в [4]) по формуле (8):
Шаг 4.1. Находим образы Fψi.0

(P ′) функций ψi.0(P, t) при преобразованиях (5) и (7).
Шаг 4.2. Находим решение задачи (10) для функции Грина. Оно может быть по-

лучено аналитически для случая однородных слоев с плоско-параллельными границами с
помощью интегрального преобразования Ханкеля-Вебера.

Шаг 4.3. Формируем систему (12) и находим ее решение – граничные значения
функции Fi.j(Q, s).

Шаг 4.4. По формуле (11) определяем решение задачи (9) – функцию Fi.j(P
′, s).

Шаг 4.5. Формируем слагаемое квадратурной формулы для интеграла (8), вычис-
ляя функции u(P ′, t).

Шаг 5. Находим аномальное поле Ai.j(P, t) по формуле (5).
Шаг 6. Решение исходной задачи (1) – функцию Ai.j(P, t) – получаем по формуле (2).

Заключение

Построена математическая модель диффузии-адвекции радона в слоистых анизотроп-
ных средах с анизотропными включениями, которая представляет собой краевую задачу
математической физики параболического типа. Предложен комбинированный способ реше-
ния задачи на основе методов интегральных преобразований, интегральных представлений
и граничных интегральных уравнений. Построен алгоритм расчета поля объемной активно-
сти радона.
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The use of radon in various areas of science and technology keeps growing. In the

radiation safety aspect, the interest to radon stems from the need to protect people from

the pathogenic impact of ionization produced by this element and its decay products. The

other part of the problem of radon has to do with the fact that radon is an indicator of

seismogeodynamic activity in the continental crust. Its study can contribute substantially to

the understanding of fault tectonics and yield signi�cant information for seismic forecasts.

Some insu�ciently studied questions remain related to identifying and describing the

processes and mechanics of radon transfer in various media, the factors shaping the temporal

and spatial dynamics of the radon �eld, which is of interest for locating hydrocarbon

deposits. All that together promotes the active development of methods for modelling

mathematically the transfer of radon and its decay products in various media, including

anisotropic media.

In this article we construct a mathematical model of radon di�usion in layered

anisotropic media with anisotropic inclusions, which amounts to a parabolic-type boundary

value problem of mathematical physics. We propose a combined method for solving the

problem based on integral transformations, integral representations, and boundary integral

equations.

Keywords: di�usion-advection of radon; anisotropic media; boundary problem; method

of integral transformations and integral representations; Laplace transform.
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