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Â ðàìêàõ êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé î ñåäèìåíòàöèè ìîíîäèñ-

ïåðñíîé ìàëîêîíöåíòðèðîâàííîé òâåðäîé ôàçû â äâèæóùåéñÿ ñóñïåíçèè ïî ïëîñêî-

ìó ãîðèçîíòàëüíîìó êàíàëó ïîëó÷åíà ëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé ñ÷åòíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

òðåòüåãî ðîäà ïîñòàâëåíû èç óñëîâèÿ, ÷òî ïîòîê ÷àñòèö íà ñìî÷åííûå ïîâåðõíîñòè ïðî-

ïîðöèîíàëåí èõ êîíöåíòðàöèè ó ñòåíêè. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñôîðìóëè-

ðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íà îñíîâå êîòîðîãî

íàéäåíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîëùèíû îñàäêà íà íèæíåé è âåðõíåé ñòåíêàõ

êàíàëà. Ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî êèíåòèêà îñàæäå-

íèÿ òâåðäîé ôàçû èç äâèæóùåéñÿ ñóñïåíçèè, à òàêæå ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ îñàäêà è

åãî ðàñïðåäåëåíèå íà íèæíåé è âåðõíåé ñòåíêàõ ïëîñêîãî êàíàëà ñóùåñòâåííûì îá-

ðàçîì çàâèñÿò îò ñòåïåíè ïåðåìåøèâàíèÿ äèñïåðñèîííîé ñðåäû è îò ïîãëîùàòåëüíîé

ñïîñîáíîñòè ñìî÷åííûõ ïîâåðõíîñòåé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè ïå-

ðåìåøèâàíèÿ äëÿ ñòåíîê ñ íèçêîé ïîãëîùàòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ óìåíüøàåò ñêîðîñòü

ñåäèìåíòàöèè ÷àñòèö íà ñòåíêè êàíàëà, à â ñëó÷àå âûñîêîé ïîãëîùàòåëüíîé ñïîñîáíî-

ñòè � óâåëè÷èâàåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè; êðàåâàÿ çàäà÷à; ïðåîáðàçîâà-

íèå Ëàïëàñà; àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; òîëùèíà îñàäêè; ñåäèìåíòàöèÿ; ñòåïåíü ïåðå-

ìåøèâàíèÿ; ïîãëîùàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ñòåíêè.

Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå ãèäðîìåõàíèêè ñóñïåíçèé íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ýéíøòåéíà, Êàííèíãåìà è
Ñìîëóõîâñêîãî [1�3], â êîòîðûõ áûëè ñèíòåçèðîâàíû ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ýôôåê-
òèâíîé âÿçêîñòè, åäèíè÷íîé ÿ÷åéêè è îòðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíåííàÿ èìè ñõå-
ìà ðåàëèçîâûâàëà ãèïîòåçó âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòèíóóìîâ äèñïåðñèîííîé è äèñïåðñíîé
ôàç ïðè ëàìèíàðíîì ðåæèìå òå÷åíèÿ, ÷òî äàâàëî âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå
ôàç îòäåëüíî äðóã îò äðóãà, à èõ âçàèìíîå âëèÿíèå ó÷èòûâàòü ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå ïðåä-
ñòàâèòåëüíûå îáúåìû. Ýòî ïîçâîëÿëî èñïîëüçîâàòü ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà è
ïåðåíîñà ÷àñòèö òâåðäîé ôàçû â Ýéëåðîâîì ïðåäñòàâëåíèè ìîäèôèöèðîâàííûìè òåíçîðíû-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè ðåîëîãè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ. Ïîïûòêà [4] ðàñïðîñòðàíèòü òàêîé ïîäõîä
íà òóðáóëåíòíûé ðåæèì òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè â ðàìêàõ ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà Êàðìàíà íå
ïðèâåëà ê îæèäàåìûì ðåçóëüòàòàì: îñòàâàëîñü íå ÿñíûì, êàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü êîððåêò-
íóþ èíôîðìàöèþ î ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè òâåðäîé ôàçû â çàäà÷àõ ñ íåïðîíèöàåìûìè
ãðàíèöàìè è î ðàñïðåäåëåíèè îñàäêà íà ñìî÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïàðàëëåëüíî ñ ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêèì ïîäõîäîì ñòàë ðàçâèâàòüñÿ è ñòîõàñòè÷åñêèé [5], îäíàêî îñíîâíàÿ ïðîáëåìà
ðåøåíèé ðàçëè÷íîãî ñïåêòðà çàäà÷ äèíàìèêè äèñïåðñíûõ ñèñòåì ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè ñîñòîèò â ñîãëàñîâàíèè ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ôàç äëÿ îäíîçíà÷íîãî ïîâåäåíèÿ
ñóñïåíçèè â öåëîì. Âñå ïåðå÷èñëåííûå òðóäíîñòè îñòàþòñÿ è â ñëó÷àå ìàëîêîíöåíòðèðîâàí-
íûõ ñóñïåíçèé, äëÿ êîòîðûõ âëèÿíèåì òâåðäîé ôàçû íà íåñóùóþ ñðåäó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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Íåîáõîäèìîñòü ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ òåõíîëîãèé ïîëó÷åíèÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ,
èñïîëüçóåìûõ â ýíåðãåòèêå, ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé òåõíèêå, õèìè÷åñêîé è ïèùåâîé ïðîìûø-
ëåííîñòè è äð., â ïîñëåäíåå âðåìÿ âíîâü ïðîáóäèëî èíòåðåñ ê ýòîé òåìàòèêå, ïîäðîáíûé
àíàëèç ðàáîò ïðèâåäåí, íàïðèìåð, â [6�9]. Îäíàêî, ñóäÿ ïî ïîëó÷åííûì ïîêà ðåçóëüòàòàì,
ïðîáëåìà âñå åùå äàëåêà îò ñâîåãî ðàçðåøåíèÿ.

Àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì äëÿ îïèñàíèÿ ãèäðîìåõàíèêè äèñïåðñíûõ ñèñòåì ÿâëÿåò-
ñÿ èñïîëüçîâàíèå êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûõ ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ñåïàðàöèè äèñ-
ïåðñíîé ôàçû â ñóñïåíçèÿõ, êîòîðûé ïîäòâåðäèë ñâîþ ñîñòîÿòåëüíîñòü ïðè ðåøåíèè ðÿäà
âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ [10, 11]. Óðàâíåíèå òðàíñïîðòà ìîíîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö èìååò
ñëåäóþùèé âèä

∂n

∂τ
+ (ū · ∇)n = ∇ (D∇n) , (1)

ãäå τ � òåêóùåå âðåìÿ; n � ëîêàëüíàÿ ñ÷åòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ; ū = v̄ + w̄; v̄ � ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ äèñïåðñèîííîé ñðåäû; w̄ � ñåäèìåíòàöèîííàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö; D � êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè (ïåðåìåøèâàíèÿ). Â îáùåì ñëó÷àå ū è D ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè, êîîðäè-
íàò, êîíöåíòðàöèè è ðàçìåðà ÷àñòèö. Íà ïîâåðõíîñòè îñàäêà Γ, êàê ïðàâèëî, ôîðìóëèðóåòñÿ
ãðàíè÷íîå óñëîâèå [12]

(wn+D gradn)|Γ = [k · n (1− n/ns)]|Γ , (2)

ãäå ns � ñ÷åòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö âçâåñè â îñàäêå, k � êèíåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò,
õàðàêòåðèçóþùèé ñêîðîñòü âñòðàèâàíèÿ ÷àñòèö â ñòðóêòóðó îñàäêà. Ñîîòíîøåíèÿ (1) è (2),
äîïîëíåííûå íà÷àëüíûì óñëîâèåì

n|τ=0 = n0, (3)

îáðàçóþò íåëèíåéíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó, îïèñûâàþùóþ ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè äè-
íàìèêè ìîíîäèñïåðñíûõ ñóñïåíçèé ïðè íàëè÷èè ãðàíèö îáðàçîâàíèÿ îñàäêà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ôèçè÷åñêàÿ ëèíåàðèçàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîíàïðàâëåííîå äâèæåíèå ìàëîêîíöåíòðèðîâàííîé ñóñïåíçèè ìîíî-
äèñïåðñíûõ ñòîêñîâñêèõ ÷àñòèö â ïëîñêîì ñëîå, íà âõîäå êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäà÷à
ñóñïåíçèè ñ ïîñòîÿííîé êîíöåíòðàöèåé (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà

Â ñèëó ìàëîêîíöåíòðèðîâàííîñòè ñóñïåíçèè âëèÿíèåì ÷àñòèö íà ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê ÷òî îïðåäåëåíèå ū âîçìîæíî èç íåñîïðÿæåí-
íûõ ñ ïîëåì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà èëè óðàâíåíèé Ðåéíîëüäñà.
Èçâåñòíî [13], ÷òî äîâîëüíî ñëîæíîå ðåøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü çàìå-
íåíî ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ðåæèìîì èäåàëüíîãî âûòåñíåíèÿ, êîòîðûé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
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âïîëíå àäåêâàòíî îïèñûâàåò, íàïðèìåð, òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå ìàëîâÿçêèõ ñðåä, îòêóäà ñëå-
äóåò, ÷òî v ≈const. Äàëåå, òàê êàê ÷àñòèöû èìåþò ñòîêñîâñêóþ ïðèðîäó, òî è w ≈const.
Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî D ≈const, à òàêæå íå ó÷èòûâàòü ýôôåêò ñêîëüæåíèÿ ôàç.
Òàêèì îáðàçîì, â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ðèñ. 1) óðàâíåíèå (1) çàïèøåòñÿ

∂n (x, z, τ)

∂τ
= −v∂n (x, z, τ)

∂z
+ w

∂n (x, z, τ)

∂x
+D

[
∂2n (x, z, τ)

∂x2
+
∂2n (x, z, τ)

∂z2

]
. (4)

Â ñèëó êâàçèñòàöèîíàðíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ∂/∂τ ≡ 0, à äèôôóçèîííûé ïåðåíîñ
÷àñòèö â íàïðàâëåíèè oz ñóùåñòâåííî ìåíüøå êîíâåêòèâíîãî, ïîëó÷èì èç (4)

v
∂n (x, z)

∂z
= w

∂n (x, z)

∂x
+D

∂2n (x, z)

∂x2
. (5)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) è (3) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî n≪ ns, ìîäèôèöèðóþòñÿ â ñëåäóþùèé âèä:

n (x, 0) = n0; (6)

wn (0, z) +D
∂n (0, z)

∂x
= kbn (0, z) ; (7)

wn (h, z) +D
∂n (h, z)

∂x
= −kUn (h, z) , (8)

ãäå kb, kU � êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü âñòðàèâàíèÿ ÷àñòèö
â îñàäîê íà íèæíåé è âåðõíåé ñòåíêàõ êàíàëà ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå (6) � (8) ïðèâåäåì åå ê áåç-
ðàçìåðíîé ôîðìå çàïèñè:

∂N (X,Z)

∂Z
=
∂N (X,Z)

∂X
+ Bo−1∂

2N (X,Z)

∂X2
; (9)

N (X, 0) = 1; (10)

N (0, Z) + Bo−1∂N (0, Z)

∂X
= KbN (0, Z) ; (11)

N (1, Z) + Bo−1∂N (1, Z)

∂X
= −KUN (1, Z) , (12)

ãäå Z = wz/(vh); X = x/h; Bo = wh/D � ÷èñëî Áîäåíøòåéíà; Kb = kb/w; KU = kU/w.
Îòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (9) � (12) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ îäíîñòîðîííåãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [14].

2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

Èçîáðàæåíèå ñèñòåìû (9) � (12) ïî Ëàïëàñó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé Z òàêîâî:

d2NL (X, s)

dX2
+ Bo

dNL (X, s)

dX
− Bo · s ·NL (X, s) = −Bo; (13)

NL (0, s) + Bo−1dNL (0, s)

dX
= KbNL (0, s) ; (14)

NL (1, s) + Bo−1dNL (1, s)

dX
= KUNL (1, s) , (15)
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ãäå s; NL � èçîáðàæåíèÿ Z è N ñîîòâåòñòâåííî.
Îáùåå ðåøåíèå (13) � (15) åñòü

NL (X, s) =
1

s
+ [C1 sh (βX) + C2 ch (βX)] exp

(
−Bo

2
X

)
,

ãäå β =
√
Bo2

/
4 + s · Bo; Ñ1, Ñ2 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû èç óñëî-

âèé (14) è (15). Ïîýòîìó

NL (X, s) =
1

s
+
φ (X, s)

ψ (s)
, (16)

ãäå

φ (X, s) =

⟨{
(1 +KU )

(
1

2
−Kb

)
exp

(
Bo

2

)
− (1−Kb)

[(
1

2
+KU

)
· chβ+

+Bo−1β shβ
]} sh (βX)

β
+

{
−Bo−1 (1 +KU ) exp

(
Bo

2

)
+

+ (1−Kb)

[(
1

2
+KU

)
shβ

β
+ Bo−1 chβ

]}
ch (βX)

⟩
exp

(
−Bo

2
X

)
;

ψ (s) = s

{
Bo−1 (KU +Kb) chβ +

[
Bo−2β2 −

(
1

2
−Kb

)(
1

2
+KU

)]
shβ

β

}
.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî φ (X, s) è ψ (s) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ïîëèíîìàìè, ïðè÷åì ñòåïåíü
ψ (s) áîëüøå ñòåïåíè φ (X, s), ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ âòîðîé òåîðåìîé îáðàùåíèÿ Ëàïëàñà
[15]. Äëÿ ýòîãî íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ ψ (s) = 0, êîòîðûìè áóäóò: 1) s = 0; 2) äåéñòâèòåëü-
íûé êîðåíü λ óðàâíåíèÿ

thλ = pλ/
(
q − λ2

)
; (17)

è 3) áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîðíåé µn óðàâíåíèÿ

tgµn = pµn
/(
q − µ2n

)
, n = 1, ∞, (18)

ãäå

p = Bo (KU +Kb) ; q = Bo2
(
1

2
−Kb

)(
1

2
+KU

)
.

Ïðè p > 0, q > 0 è p < q óðàâíåíèå (17) èìååò îäèí êîðåíü â èíòåðâàëå
(
0,

√
q
)
, à ïðè p > 0,

q > 0 è p > q èëè êîãäà p > 0, q < 0 ó óðàâíåíèÿ (17) äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íåò. Ïðè p > 0,
q > 0 è p < q óðàâíåíèå (18) èìååò ïî îäíîìó êîðíþ â èíòåðâàëàõ ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè
òàíãåíñ, ïðè÷åì â èíòåðâàëå (0, π/2) äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íåò. Ïðè p > 0, q > 0 è p > q
óðàâíåíèå (18) èìååò ïî îäíîìó êîðíþ â èíòåðâàëàõ ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè òàíãåíñ, à
òàêæå êîðåíü â èíòåðâàëå (0, π/2). È, íàêîíåö, ïðè p > 0, q < 0 óðàâíåíèå (18) íà îäíîì
èç èíòåðâàëîâ ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè òàíãåíñ èìååò äâà êîðíÿ. Íîìåð ýòîãî èíòåðâàëà
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

√
q.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî îðèãèíàë (16) åñòü

N (X,Z) =

{
Nλ (X,Z) +Nµ (X,Z) , ïðè p > 0, q > 0 è p < q;

Nµ (X,Z) , ïðè p > 0, q > 0, p > q èëè ïðè p > 0, q < 0,
(19)

ãäå

Nλ (X,Z) =

[
Aλ

λ
sh (λX) +Bλ ch (λX)

]
exp

[
−Bo

2
X +

(
λ2

Bo
− Bo

4

)
Z

]/
Cλ;
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Nµ (X,Z) =

∞∑
n=1

[
Aµ

µn
sin (µnX) +Bµ cos (µnX)

]
exp

[
−Bo

2
X −

(
µ2n
Bo

+
Bo

4

)
Z

]/
Cµ;

Aλ = (1 +KU )

(
1

2
−Kb

)
exp

(
Bo

2

)
− (1−Kb)

[(
1

2
+KU

)
chλ+ Bo−1λ shλ

]
;

Bλ = −Bo−1λ (1 +KU ) exp

(
Bo

2

)
+ (1−Kb)

[(
1

2
+KU

)
shλ

λ
+ Bo−1 chλ

]
;

Cλ =

(
λ2

Bo
− Bo

4

){
1

2λ
(KU +Kb) shλ+ Bo−1λ−1 shλ+

+
Bo

2λ2

[
λ2

Bo2
−

(
1

2
−Kb

)(
1

2
+KU

)] (
chλ− λ−1 shλ

)}
;

Aµ = (1 +KU )

(
1

2
−Kb

)
exp

(
Bo

2

)
− (1−Kb)

[(
1

2
+KU

)
cosµn − Bo−1µn sinµn

]
;

Bµ = −Bo−1 (1 +KU ) exp

(
Bo

2

)
+ (1−Kb)

[(
1

2
+KU

)
sinµn
µn

+ Bo−1 cosµn

]
;

Cµ = −
(
µ2n
Bo

+
Bo

4

){
(KU +Kb)

sinµn
2µn

+
Bo−1

µn
sinµn+

+
Bo

2µ2n

[
µ2n
Bo2

+

(
1

2
−Kb

)(
1

2
+KU

)](
cosµn − sinµn

µn

)}
.

Îñðåäíåííîå ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ çíà÷åíèå ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè (19) òàêîâî:

N̄ (Z) =

{
N̄λ (Z) + N̄µ (Z) , ïðè p > 0, q > 0 è p < q;

N̄µ (Z) , ïðè p > 0, q > 0 è p > q èëè ïðè p > 0, q < 0,
(20)

ãäå

N̄λ(Z) = C−1
λ

⟨(
Aλ

λ
+Bλ

)
1

2λ− Bo

[
exp

(
λ− Bo

2

)
− 1

]
+

+

(
Aλ

λ
−Bλ

)[
1

2λ+ Bo

{
exp

[
−
(
λ+

Bo

2

)]
− 1

}]⟩
exp

[(
λ2

Bo
− Bo

4

)
Z

]
;

N̄µ(Z) =

∞∑
n=1

⟨{
Aµ

µn

[
µn −

(
Bo

2
sinµn + µn cosµn

)
exp

(
−Bo

2

)]
+

+Bµ

[
Bo

2
−

(
Bo

2
cosµn − µn sinµn

)
exp

(
−Bo

2

)]}
×

×exp
[
−
(
µ2n
Bo

+
Bo

4

)
Z

]/[
Cµ

(
Bo2

4
µ2n

)]⟩
.

Íàèáîëåå âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äâèæåíèÿ ñóñïåíçèè â êàíàëå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèå òîëùèíû îñàäêà ÷àñòèö íà ñìî÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ðàñ÷åòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
òîëùèíû îñàäêà íà íèæíåé ñòåíêå êàíàëà ïîëó÷åíû èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Èç (7)
ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíûé øòó÷íûé ïîòîê ÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòü îñàæäåíèÿ åñòü

j (0, z) = kbn (0, z) ,

îòêóäà èõ ÷èñëî íà ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäè dzdy áóäåò

dm (0, z) = kbn (0, z) dτdzdy,
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ãäå dy � ýëåìåíò äëèíû â íàïðàâëåíèè ïëîñêîñòè oxy. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáúåì îäíîé ÷à-
ñòèöû ðàâåí Vp = kV l

3, ãäå kV � êîýôôèöèåíò ôîðìû ÷àñòèöû ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì l,
òîãäà îáùèé îáúåì ÷àñòèö íà ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäè ñîñòàâèò

dV (0, z) = Vpdm (0, z) = kV l
3kbn (0, z) dτdzdy.

Ó÷èòûâàÿ ïîðîçíîñòü îñàäêà ÷åðåç ε, ïîëó÷èì âåëè÷èíó òîëùèíû îñàäêà íà ýëåìåíòàðíîé
ïëîùàäè â âèäå

dδ (0, z) =
kV l

3

1− ε
kbn (0, z)

dz

v
. (21)

Ñîîòíîøåíèå (21) â áåçðàçìåðíîì äèôôåðåíöèàëüíîì âèäå òàêîâî

d∆(0, z)

dZ
= KbN (0, Z) , (22)

ãäå ∆(0, z) = δ (0, z)
/(

kV l3

1−ε hn0

)
; ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ î÷åâèäíîå óñëîâèå

∆(0,∞) = 0. (23)

Èç (22) è (23) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

∆(0, Z) = Kb

Z∫
∞

N (0, Z)dZ. (24)

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî äëÿ áåçðàçìåðíîé òîëùèíû îñàäêà íà âåðõ-
íåé ñòåíêå êàíàëà

∆(1, Z) = KU

Z∫
∞

N (1, Z)dZ. (25)

3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Öåëüþ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿëîñü óñòàíîâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé êèíåòèêè îñàæäåíèÿ òâåðäîé
ôàçû â ñóñïåíçèè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè ïåðåìåøèâàíèÿ äèñïåðñèîííîé ñðåäû è
âëèÿíèå ïîãëîùàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ñòåíîê êàíàëà ïðè îáðàçîâàíèè îñàäêà.

Ïðè èíòåíñèâíîì ïåðåìåøèâàíèè ñóñïåíçèè â êàíàëå è ìàëîé ïîãëîùàòåëüíîé ñïîñîá-
íîñòè ñòåíîê êàíàëà ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ïî äëèíå êàíàëà èìååò ñëàáî âûðà-
æåííóþ íåîäíîðîäíîñòü (ðèñ. 2 à), ñâÿçàííóþ ñ äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè íà ÷àñòèöû, ÷òî
îòëè÷àåòñÿ çàìåòíûì ïîâûøåíèåì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ó íèæíåé ñòåíêè êàíàëà. Êàê âèä-
íî èç ðèñ. 2 á, äåéñòâèå ñèëû òÿæåñòè òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà òîëùèíû îñàäêîâ íà
ñìî÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ, çàìåòíî ðàçëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè åùå
áîëüøåì óìåíüøåíèè Bo (óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïåðåìåøèâàíèÿ) ýòî ðàçëè÷èå áóäåò
íèâåëèðîâàòüñÿ.

Åñëè óìåíüøèòü èíòåíñèâíîñòü ïåðåìåøèâàíèÿ (óâåëè÷èòü ÷èñëî Áîäåíøòåéíà), òî ëî-
êàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ òâåðäîé ôàçû ñíà÷àëà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò íà íèæíåé ñòåíêå
êàíàëà, à çàòåì íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ â ñèëó îñàæäåíèÿ ÷àñòèö (ðèñ. 3 à). Ïðè ýòîì ïðî-
öåññ îáðàçîâàíèÿ îñàäêà ÷àñòèö ïðîèñõîäèò íà ìåíüøåé äëèíå êàíàëà ñ åãî ëîêàëèçàöèåé,
â îñíîâíîì, íà íèæíåé ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 3 á).

Ïðè èíòåíñèâíîì ïîãëîùåíèè ÷àñòèö ñòåíêàìè êàíàëà â ïðîöåññå îñàæäåíèÿ èõ ëîêàëü-
íàÿ êîíöåíòðàöèÿ â ÿäðå ïîòîêà áîëüøå, ÷åì ó ñìî÷åííûõ ïîâåðõíîñòåé (ðèñ. 4 à), ïðè÷åì

70 Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö áîëüøå ó âåðõíåé ñòåíêè. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ è òî, ÷òî òîë-
ùèíà îñàäêà íà âåðõíåé ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè áîëüøå, ÷åì íà íèæíåé (ðèñ. 4 á).

Óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè ïåðåìåøèâàíèÿ äèñïåðñèîííîé ñðåäû ïðè òåõ æå êèíåòè÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ñòåíîê êàíàëà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïî äëèíå êàíàëà ôîðìèðóåòñÿ
íåîäíîðîäíîå ÿäðî ÷àñòèö ñ ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö, ñìåùåííîé ïî íàïðàâëåíèþ
ê íèæíåé ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 5 à). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òîëùèíà îñàäêà íà
íèæíåé ñòåíêå çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì íà âåðõíåé (ðèñ. 5 á). Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ÷àñòèö ñóñïåíçèè çàìåäëÿåòñÿ.

Âûÿâëåííûå çàêîíîìåðíîñòè ïîçâîëÿþò óïðàâëÿòü ïðîöåññîì ñåäèìåíòàöèè òâåðäîé
ôàçû ñóñïåíçèè.

a á

Ðèñ. 2. Ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (à) ïðè ðàçëè÷íûõ Z: 1�0; 2�1,0; 3�3,0; 4�4,0; 5�10,0;
ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ïî äëèíå êàíàëà è òîëùèíû îñàäêîâ íà âåðõíåé (∆U) è íèæíåé
(∆b) ñòåíêàõ (á) äëÿ Bo=0,1; KU = 0, 1; Kb = 0, 1

a á

Ðèñ. 3. Ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (à) ïðè ðàçëè÷íûõ Z: 1�0; 2�0,1; 3�1,0; 4�2,0; ñðåäíÿÿ
êîíöåíòðàöèÿ ïî äëèíå êàíàëà è òîëùèíû îñàäêîâ íà âåðõíåé (∆U) è íèæíåé (∆b)
ñòåíêàõ (á) äëÿ Bo=10,0; KU = 0, 1; Kb = 0, 1
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a á

Ðèñ. 4. Ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (à) ïðè ðàçëè÷íûõ Z: 1�0; 2�0,1; 3�3,0; 4�4,0; 5�10,0;
ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ïî äëèíå êàíàëà è òîëùèíû îñàäêîâ íà âåðõíåé (∆U) è íèæíåé
(∆b) ñòåíêàõ (á) äëÿ Bo=0,1; KU = 10; Kb = 10

a á

Ðèñ. 5. Ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (à) ïðè ðàçëè÷íûõ Z: 1�0; 2�0,1; 3�0,3; 4�0,6; 5�0,8;
ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ïî äëèíå êàíàëà è òîëùèíû îñàäêîâ íà âåðõíåé (∆U) è íèæíåé
(∆b) ñòåíêàõ (á) äëÿ Bo=10; KU = 10; Kb = 10

Ðàáîòà ïðîâîäèëàñü ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ïî ãðàíòó � 13-08-00261.
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In the framework of the convection-di�usion approach to the monodisperse low-

concentration solid phase sedimentation in a suspension moving in a �at horizontal

channel, we obtain a linear boundary value problem for a parabolic equation on the

local concentration of particles. We impose boundary conditions of the third kind using

the condition that the �ux of particles on the wetted surface is proportional to their

concentration at the wall. Integral transformations yield an analytical solution of the stated

boundary value problem, which we use to �nd the relations to determine the thickness of

sediment on the bottom and top walls of the channel. Simulations show that the kinetics of

the solid phase settling from a �owing suspension, as well as the sediment formation rate

and its distribution on the botton and top walls of the �at channel, substantially depend on

the degree of mixing of the dispersion medium and the absorption capacity of wet surfaces.

We establish that for walls with low absorption capacity a decrease in the mixing intensity

reduces the rate of particle sedimentation on the walls, but increases it in the case of high

absorption capacity.

Keywords: convection-di�usion equation; boundary value problem; Laplace transform;

analytical solution; sediment thickness; sedimentation; degree of mixing; wall absorption

capacity.
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