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Í.À. Ìàíàêîâà

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí îáçîð ðàáîò àâòîðà ïî èçó÷åíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ìîäåëåé ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ s-ìîíîòîííûì è p-êîýðöèòèâíûì
îïåðàòîðàìè. Ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî îáîáùåí-

íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èëè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ îäíîãî êëàññà âû-

ðîæäåííûõ íåêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðåäñòàâëåííàÿ òåîðèÿ

áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ìåòîäå Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà. Ðàçðà-

áîòàííàÿ ñõåìà ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé. Ñòðîèòñÿ

àáñòðàêòíàÿ ñõåìà èçó÷åíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äàííîãî êëàññà ìîäå-

ëåé. Íà îñíîâå àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè ôèëüòðàöèè è äåôîðìàöèè. Ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà; îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå; ìåòîä

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà; ìåòîä Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà.

Ñâåòëîé ïàìÿòè ïðîôåññîðà Àëüôðåäî Ëîðåíöè ïîñâÿùàåòñÿ

Ââåäåíèå

Â ñâÿçè ñ âûñîêèì òåìïîì ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâà è òåõíèêè âîçíèêàåò âñå áîëüøàÿ
ïîòðåáíîñòü â ïîñòðîåíèè è èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàþùèõ
ïðîöåññû óïðóãîñòè è ôèëüòðàöèè. Ïðîâåäåíèå íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äîðîãî, ïîýòîìó
âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ ïðîöåññà ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî
àêòóàëüíà. Áîëüøîé êëàññ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îñíîâàí íà ïîëóëèíåéíûõ íåêëàññè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè. Â ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå òàêèå ìîäåëè ïðèíÿòî íàçûâàòü ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè ìîäåëÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà.

Êàê ïðàâèëî, ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ìåõàíèêå, òåõíèêå è ïðîèçâîäñòâå, óïðàâëÿå-
ìû. Îñîáóþ ðîëü èãðàåò èññëåäîâàíèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà èçó÷àåìûé ïðîöåññ, ïðè
ïîìîùè êîòîðîãî ìû ìîæåì äîáèòüñÿ æåëàåìîãî ðåçóëüòàòà. Èçó÷åíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ íîñèò íåñîìíåííî ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Â ñòàòüå îïèñûâàþòñÿ ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì ìåòîäû, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ
ñëåäóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëü-
òðàöèè, îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ ìîäåëü Áóññèíåñêà, îáîáùåííàÿ ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê. Ðàññìîòðèì êàæäóþ
îòäåëüíî.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2015. Ò. 8, � 3. Ñ. 5�24
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè. Ïóñòü Ω ⊂ Rn

� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞. Â öèëèíäðå Ω×R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå
Äèðèõëå

x(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (1)

äëÿ óðàâíåíèÿ Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè

(λ−∆)xt − α∆x+ |x|p−2x = u. (2)

Óñëîâèå Äèðèõëå (1) è óðàâíåíèå (2) îáðàçóþò ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðà-
öèè. Óðàâíåíèå (1) ìîäåëèðóåò ïðîöåññ ôèëüòðàöèè âÿçêîóïðóãîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
(íàïðèìåð, íåôòè). Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x = x(s, t) ñîîòâåòñòâóåò äàâëåíèþ ôèëüòðóþùåéñÿ
æèäêîñòè; ïàðàìåòðû α, λ ∈ R+ õàðàêòåðèçóþò âÿçêèå è óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè ñîîò-
âåòñòâåííî; ñâîáîäíûé ÷ëåí u = u(s, t) îòâå÷àåò âíåøíåé íàãðóçêå. Ðàçëè÷íûå íà÷àëüíî-
êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â ðàçíûõ àñïåêòàõ áûëè èññëåäîâàíû À.Ï. Îñêîëêîâûì
è åãî ó÷åíèêàìè [1] â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðà λ. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòàëüíî [2]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòð λ ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ðàáîòå [3] ïî-
êàçàíî, ÷òî ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ (2) ïðè α ̸= 0, p ≥ 2 ñëóæèò ïðîñòîå ãëàäêîå
áàíàõîâî ìíîãîîáðàçèå.

2. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ ìîäåëü Áóññèíåñêà. Â öèëèí-
äðå Ω×R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (1) äëÿ îáîáùåííîãî ôèëüòðàöèîííîãî óðàâíåíèÿ
Áóññèíåñêà

(λ−∆)xt −∆(|x|p−2x) = u. (3)

Óñëîâèå Äèðèõëå (1) è óðàâíåíèå (3) îáðàçóþò îáîáùåííóþ ôèëüòðàöèîííóþ ìîäåëü Áóññè-
íåñêà. Óðàâíåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åí-
íîãî Å.Ñ. Äçåêöåðîì [4]. Çäåñü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x = x(s, t) îòâå÷àåò ïîòåíöèàëó ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè; ïàðàìåòðû α ∈ R+, λ ∈ R
õàðàêòåðèçóþò ñðåäó, ïðè÷åì ïàðàìåòð λ ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ; ñâî-
áîäíûé ÷ëåí u = u(s, t) ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåé íàãðóçêå, ò.å. èñòîêàì è ñòîêàì æèäêîñòè.
Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîé çàäà÷è áûëî íà÷àòî â [5].

3. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâó-
òàâðîâûõ áàëîê. Ïóñòü G = G(V; E) � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ãäå
V = {Vi}Mi=1 � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E = {Ej}Nj=1 � ìíîæåñòâî äóã. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
êàæäàÿ äóãà èìååò äëèíó lj > 0 è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðåáðà dj > 0. Íà ãðàôå G
ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

j : −λxjt − xjtss + α1
jxj + α2

jx
3
j + ...+ αk

jx
2k−1
j = uj , (4)

äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), t ∈ R, j = 1, N . Äëÿ óðàâíåíèé (4) â êàæäîé âåðøèíå Vi, i = 1,M
çàäàäèì êðàåâûå óñëîâèÿ∑

j:Ej∈Eα(Vi)

djxjs(0, t)−
∑

r:Er∈Eω(Vi)

drxrs(lr, t) = 0, (5)

xr(0, t) = xj(0, t) = xh(lh, t) = xm(lm, t), (6)

äëÿ âñåõ Er, Ej ∈ Eα(Vi), Eh, Em ∈ Eω(Vi), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè çàêîíîâ Êèðõ-
ãîôôà. Çäåñü ÷åðåç Eα(ω)(Vi) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî äóã ñ íà÷àëîì (êîíöîì) â âåðøèíå Vi.
Óñëîâèå (5) îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ, à óñëîâèå
(6) � ÷òî ðåøåíèå â êàæäîé âåðøèíå äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì. Êðàåâûå óñëîâèÿ (5), (6)
è óðàâíåíèå (4) îáðàçóþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðî-
âûõ áàëîê. Óðàâíåíèå (4) ïîëó÷åíî Í.Äæ. Õîôôîì [6] â ñëó÷àå n = 1. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ
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xj = xj(s, t) ïîêàçûâàåò îòêëîíåíèå áàëêè îò âåðòèêàëè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé íàãðóç-
êè λ ∈ R+. Ïàðàìåòðû αi

j ∈ R õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áàëêè; ñâîáîäíûé ÷ëåí
uj = uj(s, t) ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåé (áîêîâîé, â ñëó÷àå n = 1) íàãðóçêå íà j-å ðåáðî ãðà-
ôà. Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèé (4) â ñëó÷àå k = 1 ïðè
α1
j · α2

j > 0 ñëóæèò ïðîñòîå ãëàäêîå áàíàõîâî ìíîãîîáðàçèå. Âïåðâûå óðàâíåíèÿ Õîôôà íà
ãðàôàõ â ñëó÷àå k = 1 áûëè èçó÷åíû â [8].

Äàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ X è U ðåäóöèðóþòñÿ ê àáñòðàêòíîìó ïîëóëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, kerL ̸= {0}. (7)

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñëîæèëàñü òðàäèöèÿ, ïîääåðæèâàåìàÿ ðàáîòàìè êàê îòå÷åñòâåí-
íûõ [9�16], òàê è çàðóáåæíûõ [17, 18] ìàòåìàòèêîâ, íàçûâàòü óðàâíåíèÿ âèäà (7) è èõ êîí-
êðåòíûå èíòåðïðåòàöèè (2) � (4) óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà. Ñåãîäíÿ óðàâíåíèÿ ñî-
áîëåâñêîãî òèïà ñîñòàâëÿþò îáøèðíóþ îáëàñòü â íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè. Íàøå èññëåäîâàíèå ïðèìûêàåò ê íàïðàâëåíèþ, ñîçäàííîìó è âîçãëàâëÿåìîìó
Ã.À. Ñâèðèäþêîì. Â îñíîâå äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ëåæèò ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îñíî-
âû êîòîðîãî áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ [19,20]. Îñíîâíîé óïîð â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ äåëàåòñÿ
íà èçó÷åíèå ìîðôîëîãèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (7), ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

x(0) = x0 (8)

äëÿ óðàâíåíèÿ (7). Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ èçó÷åíèÿ çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ
íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (7), (8) ïðè x0, âçÿòûõ ïóñòü äàæå èç ïëîòíîãî â X ëèíåàëà. Äðóãîé
óñïåøíûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåí â [21].

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (8) äëÿ óðàâíå-
íèÿ (7). Íàðÿäó ñ óñëîâèåì Êîøè áóäåì ðàññìàòðèâàòü óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

L(x(0)− x0) = 0. (9)

Â [22] ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå (9) äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì è ïîçâîëÿåò
èçáåæàòü òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì çàäà÷è Êîøè (7), (8). Óñëîâèå Øîóîëòåðà �
Ñèäîðîâà (9) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì óñëîâèÿ Êîøè (8). Áîëåå îáùèì íà÷àëüíûì
óñëîâèåì äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà, ÷åì óñëîâèå (9), ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíî-
êîíå÷íîå óñëîâèå [23].

Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

J(x, u) → min (10)

ðåøåíèÿìè çàäà÷ (7), (8) è (7), (9). Çäåñü J(x, u) � íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðî-
åííûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà; óïðàâëåíèå u ∈ Uad, ãäå Uad � íåêîòîðîå çàìêíóòîå è âûïóê-
ëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèé U. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Êîøè âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà è
èçó÷åíà Ã.À. Ñâèðèäþêîì è À.À. Åôðåìîâûì [24]. Ðàçâèòèå ðåçóëüòàòîâ Ã.À. Ñâèðèäþêà è
À.À. Åôðåìîâà íà ñëó÷àé (L, p)-ðàäèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà �
Ñèäîðîâà áûëî ñäåëàíî Â.Å. Ôåäîðîâûì è Ì.Â. Ïëåõàíîâîé [25]. Äàëåå çàäà÷à îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ íà÷àëüíî-êîíå÷íûì óñëîâèåì
áûëà èçó÷åíà â [26]. Ïðèìèíåíèå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (9) ïðèâåëî ê óïðîùå-
íèþ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ñèñòåì ëåîíòüåâñêîãî òèïà [27], à òàêæå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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óïðàâëåíèÿ äëÿ íèõ [28]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèâëèñü ïðèëîæåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ëåîíòüåâñêîãî òèïà ê ïðîáëåìàì äèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé [29, 30].
Â [31] íà÷àòî èçó÷åíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà
âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (7), (8) è (7), (9) ñ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûì, ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì L è s-ìîíîòîííûì è
p-êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîìM áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìîíîòîííîñòè. Ïîñòðîèì ïðèáëè-
æåííûå ðåøåíèÿ ïîñðåäñòâîì ìåòîäà Ãàëåðêèíà � Ïåòðîâà. Èäåéíî íàøè ðåçóëüòàòû áëèçêè
ê [32�35]. Ñóùåñòâîâàíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ìåòîäà
ìîíîòîííîñòè òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå àïðèîðíûõ îöåíîê. Íàèáîëåå ïðîñòûå àïðèîðíûå îöåí-
êè ïðîèñòåêàþò èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ L è M . Äîêàçàòåëüñòâî
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâî s-ìîíîòîííîñòè îïå-
ðàòîðàM . Äàëåå ìû èññëåäóåì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷è (10)
ðåøåíèÿìè çàäà÷ (7), (8) è (7), (9).

1. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè

è çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

Äèíàìè÷åñêèé ñëó÷àé
Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, îòîæ-

äåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj ,B
∗
j ), j = 1, k, k ∈ N � äóàëüíûå (îòíîñè-

òåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

H ↪→ Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k ↪→ H∗ (11)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ïóñòü L ∈ L(H;H∗) � ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñàìîñîïðÿæåííûé,
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé, ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, ÷åé îðòîíîðìàëüíûé (â ñìûñëå H)
íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {φk} îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H, à M ∈ L(H;H∗) � ëèíåé-
íûé, íåïðåðûâíûé, ñèììåòðè÷íûé, 2-êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü Nj ∈ Cr(Bj ;B

∗
j ), r ≥

1, j = 1, k � s-ìîíîòîííûå è pj-êîýðöèòèâíûå îïåðàòîðû, ãäå pj ≥ 2 è pk = max
j

pj èìåþò

ñèììåòðè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (8) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (7). Ââèäó

ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì H ⊃ kerL ≡ cokerL ⊂ H∗.
Ïîñêîëüêó cokerL êîíå÷íîìåðíî, òî H∗ = cokerL⊕ imL, B∗

k = cokerL⊕ [imL∩B∗
k]. Çíà÷èò,

ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð Q âäîëü coker L íà im L ∩B∗
k.

Ñäåëàåì äîïóùåíèå, ÷òî

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ), (12)

è ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M =

 {x ∈ H : (I−Q)Mx+ (I−Q)
k∑

j=1
Nj(x) = (I−Q)u}, åñëè kerL ̸= {0};

H, åñëè kerL = {0}.
(13)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0 ∀φ ∈ kerL \ {0}}. Ïîñòðîèì
ïðîñòðàíñòâî X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lpk(0, T ;M), ẋ ∈ L2(0, T ;H)}.

8 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2015, vol. 8, no. 3, pp. 5�24



ÎÁÇÎÐÍÛÅ ÑÒÀÒÜÈ

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7) íàçîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ
x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
d

dt
x,w

⟩
+ ⟨Mx,w⟩+

k∑
j=1

⟨Nj(x), w⟩

]
dt =

T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt

∀w ∈ H, ∀φ ∈ L2(0, T ).

(14)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (8).

Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L òîòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå H, à çíà÷èò, â
ñèëó âëîæåíèé (11) òîòàëüíà â ïðîñòðàíñòâàõBk èH. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), (8). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì â H îðòîíîðìàëüíóþ (â ñìûñëå H) òîòàëüíóþ
ñèñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL,dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå
ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), (8) â âèäå

xm(t) =

m∑
i=1

ai(t)φi, m > l, (15)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé⟨
L
dxm

dt
, φi

⟩
+

⟨
Mxm +

k∑
j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , (16)

⟨xm(0)− x0, φi⟩ = 0, (17)

xm(0) → x0 ñèëüíî â ïðîñòðàíñòâå H. (18)

Óðàâíåíèÿ (16) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), B

m
k = span{φ1, φ2, ..., φm}.

Ëåììà 1. [36] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå

ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;M) çàäà÷è (16), (17).

Òåîðåìà 1. [36] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (12),

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (7), (8).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà ñóùåñòîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäî-
ðîâà (9) äëÿ óðàâíåíèÿ (7). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà H âäîëü kerL íà
coimL. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 = Px. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lpk(0, T ;Bk), ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL)}.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7) íàçîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ
x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (14). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (9).

Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), (9). Àíàëîãè÷íî çàäà÷è Êîøè
âûáåðåì â H îðòîíîðìàëüíóþ (â ñìûñëå H) òîòàëüíóþ ñèñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû span{φ1,
φ2, ..., φl} = kerL,dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7),
(9) â âèäå (15), ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé

⟨Lxmt , φi⟩+ ⟨Mxm, φi⟩+

⟨
k∑

j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ , (19)

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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⟨L(xm(0)− x0), φi⟩ = 0, i = 1, ...,m. (20)

Lxm(0) → Lx0 ñèëüíî â ïîäïðîñòðàíñòâå coimL. (21)

Óðàâíåíèÿ (19) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü Tm ∈ R+, Tm = Tm(x0), B

m
k = span{φ1, φ2, ..., φm}.

Ëåììà 2. [37] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H è m > dimkerL ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå

ðåøåíèå xm ∈ Cr(0, Tm;Bm
k ) çàäà÷è (19), (20).

Òåîðåìà 2. [37] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (7), (9).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u. (22)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì èññëåäóåì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî
ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ (8), (22) è (9), (22).

Îïðåäåëåíèå 3. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (22) íàçîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ
x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[⟨
L
d

dt
x, w

⟩
+

k∑
j=1

⟨Nj(x), w⟩

]
dt =

T∫
0

φ(t) ⟨u,w⟩ dt

∀w ∈ H,∀φ ∈ L2(0, T ).

(23)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (8). Ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (22) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëåòâî-
ðÿåò (9).

Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (8), (22) â âèäå (15), ãäå êîýôôèöè-
åíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ⟨

L
dxm

dt
, φi

⟩
+

⟨
k∑

j=1

Nj(x
m), φi

⟩
= ⟨u, φi⟩ (24)

è óäîâëåòâîðÿþò (17), (18) èëè, ñîîòâåòñòâåííî, (20), (21).

Òåîðåìà 3. [36] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (12),

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (8), (22).

Òåîðåìà 4. [37] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (9), (22).

Ýâîëþöèîííûé ñëó÷àé
Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, îòîæ-

äåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (B,B∗) � äóàëüíûå (îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåí-
íîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ H ↪→ H∗ ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k (25)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (8) äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (22).
Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗) è Nj ∈ Cr(Bj ;B

∗
j ), j = 1, k îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè,

ââåäåííûìè â íà÷àëå ïàðàãðàôà.
Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà L îòîæäåñòâèì H ⊃ kerL ≡

coker L ⊂ H∗. Î÷åâèäíî, H∗ = coker L ⊕ im L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç im L çàìûêàíèå im L â
òîïîëîãèè B∗

k, òîãäà B∗
k = cokerL⊕ im L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ïðîåêòîð B∗

k âäîëü cokerL íà
im L è àíàëîãè÷íî äèíàìè÷åñêîìó ñëó÷àþ ñäåëàåì äîïóùåíèå, ÷òî

(I−Q)u íå çàâèñèò îò t ∈ (0, T ). (26)

Àíàëîãè÷íî äèíàìè÷åñêîìó ñëó÷àþ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà

M =

 {x ∈ Bk : (I−Q)Mx+ (I−Q)
k∑

j=1
Nj(x) = (I−Q)u}, åñëè kerL ̸= {0};

Bk, åñëè kerL = {0},
(27)

coim L = {u ∈ H : ⟨u, v⟩ = 0, ∀v ∈ ker L\{0}}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðîåêòîð âäîëü kerL íà coim L ∩Bk ≡ B̃k.

Òåîðåìà 5. [36] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (26),

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (8), (22).

Òåîðåìà 6. [37] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ Bk, T ∈ R+, u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (9), (22).

2. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

Ïóñòü H = (H; ⟨·, ·⟩) � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, îòîæ-
äåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; (H,H∗) è (Bj ,B

∗
j ), j = 1, k, k ∈ N � äóàëüíûå (îòíîñè-

òåëüíî äâîéñòâåííîñòè ⟨·, ·⟩) ïàðû ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì âëîæåíèÿ

H ↪→ Bk ↪→ ... ↪→ B1 ↪→ H ↪→ B∗
1 ↪→ ... ↪→ B∗

k ↪→ H∗ (28)

ïëîòíû è íåïðåðûâíû, à âëîæåíèå
H b H (29)

êîìïàêòíî. Ïóñòü îïåðàòîðû L ∈ L(H;H∗), M ∈ L(H;H∗) è Nj ∈ Cr(Bj ;B
∗
j ), r ≥ 1, j = 1, k

îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ï. 1.
Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U1 = L2(0, T ;H

∗) è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U1 íåïóñòîå çà-
ìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî U1

ad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, L(x(0)− x0) = 0, (30)

J(x, u) → inf, u ∈ U1
ad, (31)

ãäå ôóíêöèîíàë øòðàôà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

J(x, u) = α

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ β

T∫
0

∥u(t)∥2H dt, α+ β = 1, (32)

ãäå zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2015. Ò. 8, � 3. Ñ. 5�24
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X1×U1
ad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

(30), (31), åñëè
J(x̃, ũ) = inf

(x,u)
J(x, u),

ãäå ïàðû (x, u) ∈ X1 × U1
ad óäîâëåòâîðÿþò (30) â ñìûñëå îïåðåäåëåíèÿ 2; âåêòîð-ôóíêöèþ ũ

íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì â çàäà÷å (30), (31).

Çàìå÷àíèå 1. Äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì çàäà÷è (30), (31) íàçîâåì ïàðó (x, u) ∈ X1 × U1
ad,

óäîâëåòâîðÿþùóþ çàäà÷å (30), äëÿ êîòîðîé

J(x, u) < +∞.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî U1
ad ̸= ∅, òî äëÿ ëþáîãî u ∈ U1

ad ⊂ U1 â ñèëó òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = x(u) çàäà÷è (30).

Òåîðåìà 7. [37] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (30), (31).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êî-
øè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U = {u ∈
L2(0, T ;H

∗) : (I − Q)u = 0, t ∈ (0, T )} è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U íåïóñòîå çàìêíóòîå è
âûïóêëîå ìíîæåñòâî Uad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +Mx+

k∑
j=1

Nj(x) = u, x(0) = x0, (33)

J(x, u) → inf, u ∈ U1
ad, (34)

ãäå ôóíêöèîíàë øòðàôà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (32).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X×Uad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

(33), (34), åñëè
J(x̃, ũ) = inf

(x,u)
J(x, u),

ãäå ïàðû (x, u) ∈ X × Uad óäîâëåòâîðÿþò (34) â ñìûñëå îïåðåäåëåíèÿ 1; âåêòîð-ôóíêöèþ ũ
íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì â çàäà÷å (33), (34).

Òåîðåìà 8. [36] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (33), (34).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U2 = Lqk(0, T ;B
∗
k) è îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå U2 íåïóñòîå

çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî U2
ad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u, L(x(0)− x0) = 0, (35)

J(x, u) = α

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ β

T∫
0

∥u(t)∥qkBk
dt → inf, u ∈ U2

ad. (36)

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî U3 = {u ∈ Lqk(0, T ;B
∗
k : (I − Q)u = 0, t ∈ (0, T )} è îïðåäåëèì â

ïðîñòðàíñòâå U3 íåïóñòîå çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî U3
ad. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L
.
x +

k∑
j=1

Nj(x) = u, x(0) = x0, (37)
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J(x, u) = α

T∫
0

∥x(t)− zd(t)∥pkBk
dt+ β

T∫
0

∥u(t)∥qkBk
dt → inf, u ∈ U3

ad, (38)

ãäå α + β = 1, zd = zd(t) � æåëàåìîå ñîñòîÿíèå. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïîñòðîåíèÿì
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 9. [37] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (35), (36).

Òåîðåìà 10. [36] Ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (37), (38).

3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Îñêîëêîâà íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè

Â öèëèíäðå Ω × R+ ðàññìîòðèì óñëîâèå Äèðèõëå (1) äëÿ óðàâíåíèÿ Îñêîëêîâà íåëè-
íåéíîé ôèëüòðàöèè (2). Ðàññìîòðèì óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (39)

èëè óñëîâèå Êîøè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω (40)

äëÿ ìîäåëè (1), (2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H =
◦
W 1

2(Ω), B = Lp(Ω), H = L2(Ω). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φk} ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆)
â îáëàñòè Ω, à ÷åðåç {λk} � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáûâàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

M =

{
H, åñëè λ > −λ1;

{x ∈ H :
∫
Ω

(−α∆x+ |x|p−2x)φ1 ds =
∫
Ω

uφ1 ds}, åñëè λ = −λ1,

coim L =

{
H, åñëè λ > −λ1;

{x ∈ H : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1,

è ïðîåêòîð

Q =

{
I, åñëè λ > −λ1;

I− ⟨·, φ1⟩ , åñëè λ = −λ1.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lpk(0, T ;M), ẋ ∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) íàçîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ
x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[∫
Ω

((λ−∆)xtw − α∆xw + |x|p−2xw)ds

]
dt =

=
T∫
0

[
φ(t)

∫
Ω

uwds

]
dt,∀w ∈ L2(Ω), ∀φ ∈ L2(0, T ).

(41)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (40).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;B), ẋ1 ∈ L2(0, T ; coimL)}.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2015. Ò. 8, � 3. Ñ. 5�24
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Îïðåäåëåíèå 7. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) íàçîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ
x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (41). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (39).

Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L â ñèëó âëîæåíèé (25) îáðàçóåò áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå
◦
W 1

2(Ω). Âûáåðåì â
◦
W 1

2(Ω) îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû span{φ1,
φ2, ..., φl} = kerL,dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1),
(2), (39) è çàäà÷è (1), (2), (40) â âèäå (15), ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé∫

Ω

((λ−∆)xtφi − α∆xφi + |x|p−2xφi)ds =
∫
Ω

uφids, (42)

â ñëó÷àå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (39) � óñëîâèåì∫
Ω

(λ−∆) (xm(s, 0)− x0(s))φi(s)ds = 0, (43)

à â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè (40) � óñëîâèåì∫
Ω

(xm(s, 0)− x0(s))φi(s)ds = 0. (44)

Óðàâíåíèÿ (42) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 11. [38] Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2+ 4
n−2 èëè n = 2, p ∈ (1,+∞),

òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (12), ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (1), (2), (40).

Òåîðåìà 12. [38] Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è n > 2, 2 ≤ p ≤ 2 + 4
n−2 èëè n = 2, p ∈ (1,+∞),

òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+, u ∈ L2(0, T ;H
∗) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x ∈ X1 çàäà÷è (1), (2), (39).

Â öèëèíäðå QT = Ω× (0, T ) çàäàäèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà

J(x, u) =
1

2

T∫
0

∥x− zd∥2◦
W 1

2(Ω)
dt+

N

2

T∫
0

∥u∥2
W−1

2 (Ω)
dt → inf (45)

è ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëè Îñêîëêîâà íåëè-
íåéíîé ôèëüòðàöèè (1), (2) ñ óñëîâèåì Êîøè (40). Âûáåðåì U1

ad ⊂ L2(0, T ;W
−1
2 (Ω)) � íåïó-

ñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (I−Q)u = 0.

Òåîðåìà 13. [38] Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+, n > 2 è 2 ≤ p < 2+ 4
n−2 èëè n = 2, p ∈ (1,+∞),

òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðåøåíèÿìè çàäà÷è

(1), (2), (40), (45).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëè Îñêîëêîâà
íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè (1), (2) ñ óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (39). Ââåäåì ïðîñòðàí-
ñòâî óïðàâëåíèé U = L2(0, T ;W

−1
2 (Ω)) è âûáåðåì íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî

Uad, òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 14. [38] Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+, n > 2 è 2 ≤ p < 2+ 4
n−2 èëè n = 2, p ∈ (1,+∞),

òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ H, T ∈ R+ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðåøåíèÿìè çàäà÷è

(1), (2), (39), (45).

Ïðèâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå u ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1), (2), (39).

Òåîðåìà 15. [37] Ïóñòü λ ≥ −λ1, α ∈ R+ è n > 2, 2 ≤ p < 2+ 4
n−2 èëè n = 2, p ∈ (1,+∞), åñ-

ëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàäà÷è (1), (2), (39), (45), òî ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ

y ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2(0, T ;H) òàêàÿ, ÷òî

(λ−∆)xt − α∆x+ |x|p−2x = u,

(−λ+∆)yt − α∆y + (p− 1)|x|p−2y = (−∆)(x(u)− zd), (s, t) ∈ QT ,

x(s, t) = y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, (−λ+∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω,∫
QT

(y +N(−∆)−1(u))(v − u)dsdt ≥ 0, ∀v ∈ Uad.

4. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ

ìîäåëü Áóññèíåñêà

Â öèëèíäðå Ω × R+ ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèëüòðàöèîííóþ ìîäåëü Áóññèíåñêà
(1), (3). Äëÿ ìîäåëè (1), (3) ðàññìîòðèì íà÷àëüíîå óñëîâèå Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, s ∈ Ω (46)

èëè óñëîâèå Êîøè
x(s, 0) = x0(s), s ∈ Ω. (47)

Ïîëîæèì H = W−1
2 (Ω), H = L2(Ω), B = Lp(Ω). Îïðåäåëèì â H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ôîðìóëîé

⟨x, y⟩ =
∫
Ω

xỹds ∀x, y ∈ H, (48)

ãäå ỹ � îáîáùåííîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆) â îá-
ëàñòè Ω. Ïîëîæèì B∗ = (Lp(Ω))

∗ è H∗ = (L2(Ω))
∗, ãäå (Lp(Ω))

∗ � ñîïðÿæåííîå îòíîñèòåëüíî
äâîéñòâåííîñòè (48) ïðîñòðàíñòâî. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

coim L =

{
H, åñëè λ > −λ1;

{x ∈ H : ⟨x, φ1⟩ = 0}, åñëè λ = −λ1,

M =

{
B, åñëè λ > −λ1;

{x ∈ B :
∫
Ω

|x|p−2xφ1 ds =
∫
Ω

uφ̃1 ds}}, åñëè λ = −λ1,

è ïðîåêòîð

Q =

{
I, λ > −λ1;

I− ⟨·, φ1⟩ , λ = −λ1.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;M),
dx

dt
∈ L2(0, T ; coim L)}.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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Îïðåäåëåíèå 8. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) íàçîâåì ôóíêöèþ x ∈ X,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[∫
Ω

(λxtw̃ + xtw + α|x|p−2xw)ds

]
dt =

=
T∫
0

[
φ(t)

∫
Ω

uw̃ds

]
dt, ∀w ∈ L2(Ω),∀φ ∈ L2(0, T ).

(49)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (47).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)),
dx

dt
∈ L2(0, T ; coim L).

Îïðåäåëåíèå 9. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) íàçîâåì ôóíêöèþ x ∈ X1,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (49). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Øîóîë-

òåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (46).

Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L â ñèëó âëîæåíèé (25) îáðàçóåò áà-
çèñ â ïðîñòðàíñòâå W−1

2 (Ω). Âûáåðåì â W−1
2 (Ω) îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó {φi} òàê, ÷òîáû

span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL,dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1), (3), (46) è çàäà÷è (1), (3), (47) â âèäå (15), ãäå êîýôôèöèåíòû ai = ai(t), i = 1, ...,m
îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé∫

Ω

(λxtφ̃i + xtφi + α|x|p−2xφ̃i)ds =
∫
Ω

uφ̃ids, (50)

â ñëó÷àå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (46) � óñëîâèåì∫
Ω

[(λ (xm(0)− x0) φ̃i + (xm(s, 0)− x0(s))φi(s)] ds = 0, (51)

à â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè (47) � óñëîâèåì∫
Ω

(xm(s, 0)− x0(s)) φ̃i(s)ds = 0. (52)

Óðàâíåíèÿ (50) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 16. [39] Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ B, T ∈ R+, u ∈

Lq(0, T ;B
∗) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (1), (3), (46).

Òåîðåìà 17. [39] Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M, T ∈ R+, u ∈

Lq(0, T ;B
∗) òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (26), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è

(1), (3), (47).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåííîé ôèëüòðà-
öèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà (1), (3) ñ óñëîâèåì Êîøè (47). Â öèëèíäðå QT = Ω × (0, T )
ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(x, u) =
1

p
∥x− zd∥pLp(Q) +

N

q

T∫
0

∥u∥q(Lp(Ω))∗dt, J(x, u) → inf . (53)
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Íàêîíåö, âûáåðåì Uad ⊂ Lq(0, T ; (Lp(Ω))
∗) � çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíåíî (I−Q)u(t) = 0.

Òåîðåìà 18. [39] Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M ñóùåñòâóåò îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (1), (3), (47), (53).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåííîé ôèëü-
òðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà (1), (3) ñ óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (46). Âûáåðåì
Uad ⊂ Lq(0, T ; (Lp(Ω))

∗) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 19. [39] Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ B ñóùåñòâóåò îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (1), (3), (46), (53).

Ïðèâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå u ðåøåíèÿìè îáîáùåííîé ôèëüòðàöèîííîé ìîäåëè Áóññèíåñêà.

Òåîðåìà 20. [37] Ïóñòü p ≥ 2n
n+2 , λ ≥ −λ1, åñëè u � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàäà÷è (53),

òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ Lp(0, T ;B) òàêîé, ÷òî

(λ−∆)xt −∆(|x|p−2x) = u,

(−λ+∆)yt −∆((p− 1)|x|p−2y) = (−∆)(|x− zd|p−1sign(x− zd)), (s, t) ∈ Q,

x(s, t) = y(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(λ−∆)(x(s, 0)− x0(s)) = 0, (λ−∆)y(s, T ) = 0, s ∈ Ω,∫
QT

(v − u)ỹdsdt+

T∫
0

N∥u∥q−1
B∗ (∥u∥B∗)′u)(v − u)dt ≥ 0, ∀v ∈ Uad.

5. Îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìàöèè

êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê

Ïóñòü G = G(V; E) � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ãäå V = {Vi}Mi=1 � ìíî-
æåñòâî âåðøèí, à E = {Ej}Nj=1 � ìíîæåñòâî äóã. Íà ãðàôåG ðàññìîòðèì ìîäåëü äåôîðìàöèè
êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê (4) � (6). Äëÿ ìîäåëè (4) � (6) ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ Êîøè

j : xj(s, 0) = x0j(s), äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj), (54)

èëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

j : (λ+∆)(xj(s, 0)− x0j(s)) = 0, äëÿ âñåõ s ∈ (0, lj). (55)

Ïóñòü H = L2(G) = {g = (g1, g2, ..., gj , ...) : gj ∈ L2(0, lj)}. Ìíîæåñòâî L2(G) ÿâëÿåòñÿ
ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

< g, h >=
∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

gj(s)hj(s)ds.

Ïîëîæèì H = {x = (x1, x2, ..., xj , ...) : xj ∈ W 1
2 (0, lj) è âûïîëíåíî óñëîâèå (6)}, Bn = L2n(G).

Ôîðìóëîé

< Cx, z >=
∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(xjs(s)zjs(s) + axj(s)zj(s))ds,

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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ãäå a > 0, x, z ∈ H, çàäàäèì îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå H. Ñïåêòð îïåðàòî-
ðà C âåùåñòâåíåí, äèñêðåòåí, êîíå÷íîêðàòåí è ñãóùàåòñÿ òîëüêî ê +∞, à åãî ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H [40]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {φi} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà C íà ãðàôåG, à ÷åðåç {µi}
� ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàíóìåðîâàííóþ ïî íåóáû-
âàíèþ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

coim L = {x ∈ H : ⟨x, φ⟩ = 0, ∀φ ∈ kerL \ {0}},

M =



L2k(G), λ+ a < µ1;

{x ∈ L2k(G) :
∑

Ej∈E
dj

lj∫
0

(α1
jxj + α2

jx
3
j + α3

jx
5
j + ...+ αk−1

j x2k−3
j +

+αk
jx

2k+1
j )φ1i ds =

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

ujφ1i ds}, i = 1, r, λ+ a = µ1,

(56)

è ïðîåêòîð

Q =

{
I, λ+ a < µ1;

I−
∑

λ+a=µ1

⟨·, φ1i⟩ .

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X = {x| x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2k(0, T ;M)),
dx

dt
∈ L2(0, T ;H)}.

Îïðåäåëåíèå 10. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) íàçîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ
x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

T∫
0

φ(t)

[ ∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(
(−λ−∆)

dxj

dt + α1
jxj + α2

jx
3
j + αk

jx
2k−1
j

)
wjds

]
dt =

=
T∫
0

[
φ(t)

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

ujwjds

]
dt,∀w ∈ H, ∀φ ∈ L2(0, T ).

(57)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (54).

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî

X1 = {x ∈ L∞(0, T ; coim L) ∩ L2k(0, T ;L2k(G)),
dx

dt
∈ L2(0, T ; coim L)}.

Îïðåäåëåíèå 11. Ñëàáûì îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) íàçîâåì âåêòîð-ôóíêöèþ
x ∈ X1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (57). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è

Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò (55).

Ñèñòåìà {φk} ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L â ñèëó âëîæåíèé (11) îáðàçóåò áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå L2(G). Âûáåðåì â L2(G) îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó {φi = (φi

1, φ
i
2, ..., φ

i
j , ...)}

òàê, ÷òîáû span{φ1, φ2, ..., φl} = kerL,dimkerL = l. Ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ
ðåøåíèé çàäà÷è (4) � (6), (54) è çàäà÷è (4) � (6), (55) â âèäå (15), ãäå êîýôôèöèåíòû ai =
ai(t), i = 1, ...,m îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(
(−λ−∆)

dxmj
dt

+ α1x
m
j + α2(x

m
j )3 + α3(x

m
j )5 + ...+

+αk−1(x
m
j )2k−3 + αk(x

m
j )2k−1

)
φi
jds =

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

ujφ
i
jds,

(58)
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â ñëó÷àå óñëîâèÿ Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (55) � óñëîâèåì

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(λ+∆)
(
xmj (s, 0)− x0j(s)

)
φi
j(s)ds = 0, (59)

à â ñëó÷àå óñëîâèÿ Êîøè (54) � óñëîâèåì

∑
Ej∈E

dj

lj∫
0

(
xmj (s, 0)− x0j(s)

)
φi
j(s)ds = 0. (60)

Óðàâíåíèÿ (58) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 21. [41] Ïóñòü λ + a ≤ µ1 è αn
j ∈ R+, n = 1, ..., k. Òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M è

u ∈ L 2k
2k−1

(0, T ;B∗
k) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X çàäà÷è (4) � (6), (54).

Òåîðåìà 22. [41] Ïóñòü λ + a ≤ µ1, αj ∈ R+ è αn
j ∈ R+, n = 1, ..., k. Òîãäà ïðè ëþáûõ

x0 ∈ H è u ∈ L 2k
2k−1

(0, T ;B∗
k) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X1 çàäà÷è (4) � (6),

(55).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê (4) � (6). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ

J(x, u) =
1

2k
∥x− zd∥2kL2k(0,T ;L2k(G)) +

2k

2k − 1
∥u∥

2k−1
2k

L 2k
2k−1

(0,T ;L 2k
2k−1

(G)) → inf . (61)

Îïðåäåëåíèå 12. Ïàðó (x̃, ũ) ∈ X×Uad íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ (4) � (6), (55), (61), åñëè

J(x̃, ũ) = inf
(x,u)

J(x, u),

ãäå ïàðû (x, u) ∈ X × Uad óäîâëåòâîðÿþò (4) � (6), (55); âåêòîð-ôóíêöèþ ũ íàçîâåì îïòè-

ìàëüíûì óïðàâëåíèåì â çàäà÷å (4) � (6), (55).

Âûáåðåì Uad ⊂ L 2k
2k−1

(0, T ;L 2k
2k−1

(G) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 23. [41] Ïóñòü λ ≤ λ1, α
n
j ∈ R+, n = 1, ..., k, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ H ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (4) � (6), (55), (61).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê (4) � (6) ñ óñëîâèåì Êîøè (54). Âûáåðåì
U1
ad ⊂ L 2k

2k−1
(G) � íåïóñòîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (I −

Q)u = 0.

Òåîðåìà 24. [41] Ïóñòü λ ≤ λ1, α
n
j ∈ R+, n = 1, ..., k, òîãäà ïðè ëþáûõ x0 ∈ M ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (4) � (6), (54), (61).

Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðó Ã.À. Ñâèðèäþêó çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷è, èíòåðåñ ê ðàáîòå è ïðåäîñòàâëåííûå âîçìîæíîñòè.
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The article presents a review author's works on study of optimal control problems for

semilinear Sobolev type models with s-monotone and p-coercive operators. Theorems of

existence and uniqueness of weak generalized solution to the Cauchy or the Showalter �

Sidorov problem for a class of degenerate non-classical models of mathematical physics are

stated. The theory is based on the phase space and the Galerkin � Petrov methods. The

developed scheme of a numerical method allows one to �nd an approximate solution to the

Cauchy or Showalter � Sidorov problems for considered models. An abstract scheme for

study of the optimal control problem for this class of models is constructed. On the basis of

abstract results the existence of optimal control of processes of �ltration and deformation

are obtained. The necessary conditions for optimal control are provided.

Keywords: Sobolev type equations; optimal control; phase space method; Galerkin �

Petrov method.
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