
ÓÄÊ 517.633 DOI: 10.14529/mmp160403

ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÃÀËÅÐÊÈÍÀ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ ÂÒÎÐÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ È ÎÖÅÍÊÀ ÅÃÎ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ

È.Å. Åãîðîâ, Â.Å. Ôåäîðîâ, È.Ì. Òèõîíîâà

C ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðå-

ãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî ïî-

ðÿäêà ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîãîîáðàçèåì èçìåíåíèÿ òèïà. Òåîðèÿ òàêèõ óðàâíåíèé èñõî-

äèò èç ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, òðàíñçâóêîâîé ãàçîâîé äèíàìèêè.

Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà âáëèçè íèæíåãî îñíîâàíèÿ öèëèí-

äðè÷åñêîé îáëàñòè óðàâíåíèå èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï, à âáëèçè âåðõíåãî îñíîâàíèÿ

öèëèíäðà � ãèïåðáîëè÷åñêèé èëè ýëëèïòè÷åñêèé òèï. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàçðåøè-

ìîñòü ýòîé êðàåâîé çàäà÷è ðàíåå áûëà èçó÷åíà àâòîðàìè ñ ïîìîùüþ äðóãîé ìåòîäèêè,

òàì âïåðâûå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà åå ïîñòàíîâêà. Êðîìå òîãî, â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî

òî÷íîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà; êðàåâàÿ çàäà÷à; ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèå; ðåãóëÿðèçàöèÿ; ìåòîä Ãàëåðêèíà; îöåíêà ïîãðåøíîñòè.

Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñ ïðî-
èçâîëüíûì ìíîãîîáðàçèåì èçìåíåíèÿ òèïà áûëî íà÷àòî â 70-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà
Â.Í. Âðàãîâûì è ðÿäîì äðóãèõ àâòîðîâ [1�4]. Â äàëüíåéøåì ýòà òåîðèÿ ðàçâèâàëàñü
âî ìíîãèõ íàïðàâëåíèÿõ [5�10]. Ïðè èññëåäîâàíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìå-
øàííîãî òèïà îáùåãî âèäà ïðèìåíÿëèñü ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû, ìåòîä ðåãóëÿðèçà-
öèè, ìåòîä Ãàëåðêèíà. Òåîðèÿ òàêèõ óðàâíåíèé èìååò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè
çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â òðàíñçâóêîâîé ãàçîâîé äèíàìèêå [7] è âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ ìåõàíèêè.

Â ðàáîòå [11] ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåøåíèþ ïåðâîé êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà, â ðàáîòå [12] äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíà
îöåíêà ïîãðåøíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÷åðåç ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x ∈ Rn è t. Â ðàáîòå [13] ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà â ïîñòàíîâêå Â.Í. Âðàãîâà ïðèìåíåí ìîäèôèöèðîâàííûé
ìåòîä Ãàëåðêèíà, è ïîëó÷åíà îöåíêà åãî ïîãðåøíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî
òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷ Â.Í. Âðàãîâà
[2,3] è À.Í. Òåðåõîâà [4]. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà óðàâíåíèå èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï âáëè-
çè íèæíåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, à âáëèçè âåðõíåãî îñíîâàíèÿ îíî
èìååò ýëëèïòè÷åñêèé èëè ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï, ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìå-
òîäà Ãàëåðêèíà óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è â
ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà. Âïåðâûå ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è áûëà ñôîðìóëèðîâàíà àâòî-
ðàìè â ðàáîòå [14], â êîòîðîé åå ðàçðåøèìîñòü áûëà èññëåäîâàíà äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ
ñ ïîìîùüþ äðóãîé ìåòîäèêè. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ íîâûé ïîäõîä, êîòîðûé
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ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñðàçó ïî âñåé
îáëàñòè, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìîäèôèöèðîâàííîãî
ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S. Ïîëî-
æèì

Q = Ω× (0, T ), ST = S × (0, T ), T = const > 0; Ωt = Ω× {t}, t ∈ [0, T ].

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu ≡ k(x, t)utt −∆u+ a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t). (1)

Êîýôôèöèåíò k(x, t) ìîæåò ìåíÿòü çíàê âíóòðè îáëàñòè Q ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñìåøàííîãî òèïà ñ ïðîèçâîëüíûì ìíî-
ãîîáðàçèåì èçìåíåíèÿ òèïà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) � ãëàäêèå ôóíêöèè. Ââåäåì
ìíîæåñòâà

P±
0 = {(x, 0) : x ∈ Ω, k(x, 0)>0

<0}, P±
T = {(x, T ) : x ∈ Ω, k(x, T )>0

<0}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Q ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òàêîå, ÷òî

u |ST
= 0, u |

P
+
0
= 0, ut |t=0= 0, ut |P−

T
= 0. (2)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè k(x, 0) > 0 çàäà÷à (1), (2) ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé Âðàãîâà [2, 3].

2. Àïðèîðíûå îöåíêè

Ïóñòü CL åñòü ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2).

Ëåììà 1. Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

k(x, 0) < 0, a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè φ(t), ψ(t), òàêèå, ÷òî äëÿ
âñåõ ôóíêöèé u ∈ CL èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(Lu, φut + ψu) ≥ C1∥u∥21; C1 = const > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî t0 < T , à òàêæå ÷èñëà t1, t2 òàêèå,
÷òî

k(x, t) 6 −δ1 < 0, t ∈ [0, t0], 0 < t2 < t1 < t0 < T.

Âûáèðàåì ôóíêöèè φ(t), ψ(t) ∈ C∞[0, T ] òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

φ(0) = 0, φ′(t) > 0, t ∈ [0, t2]; φ
′(t) 6 0, t ∈ [t2, T ];
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φ(t) = e−2λt, t ∈ [t1, T ], λ > 0;

ψ(t) = 1 +
1

2
φ′(t), t ∈ [0, t2]; ψ(t) = 1− 1

2
φ′(t), t ∈ [t2, t1];

ψ′(t) 6 0, t ∈ [t1, T ]; ψ(t) = 0, t ∈ [t0, T ].

Äëÿ ôóíêöèé u ∈ CL ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

(Lu, φut + ψu) =

∫
Q

{
[(a− 1

2
kt)φ− (ψ +

1

2
φt)k]u

2
t+

+(ψ − 1

2
φt)

[
n∑

i=1

u2xi
+ cu2

]
+ [aψ − (kψ)t]utu

}
dQ+ I, (3)

ãäå

I ≡ 1

2
e−2λT

[∫
P+
T

ku2tdx+

∫
ΩT

(
cu2 +

n∑
i=1

u2xi

)
dx

]
> 0.

Òåïåðü âûáåðåì λ > 0 òàê, ÷òîáû δ + λk > δ/2. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

(a− 1

2
kt)φ− k(ψ +

1

2
φt) > min{δ1,

1

2
δe−2λT}, ψ − 1

2
φt > min{1, λe−2λT}.

Äàëåå èç ñîîòíîøåíèÿ (3), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè è óñëîâèÿ ëåììû, ïîëó-
÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû 1.

Äëÿ ε > 0 ïîëîæèì Lεu = −εuttt+Lu. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé áåðåì φk(x),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−∆φ = λφ, x ∈ Ω, φ|s = 0.

Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω), à ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 6 λ2 6 ... è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k(x, 0) < 0. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uN,ε(x, t)
êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) èùåì â âèäå

uN,ε(x, t) ≡ v(x, t) =
N∑
k=1

cN,ε
k (t)φk(x), N > 1, ε > 0,

â êîòîðîì cN,ε
k (t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà:

(Lεu
N,ε, φl)0 = (f, φl)0, (4)

Dtc
N,ε
l |t=0 = 0, D2

t c
N,ε|t=0 = 0, Dtc

N,ε
l |t=T = 0, l = 1, N, (51)

ïðè k(x, T ) < 0 èëè

Dtc
N,ε
l |t=0 = 0, D2

t c
N,ε|t=0 = 0, D2

t c
N,ε
l |t=T = 0, l = 1, N, (52)

ïðè k(x, T ) > 0.
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Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, f ∈ L2(Q), è èìååò ìåñòî îäèí
èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: ëèáî k(x, T ) < 0, ëèáî k(x, T ) > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî
ε0 > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

ε

∫
Q

φv2ttdQ+ ∥v∥21 6 C2∥f∥2, C2 > 0, 0 < ε 6 ε0. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4), (5l) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(f, φvt + ψv) = ε

∫
Q

φv2ttdQ− ε

∫
Q

[
1

2
(3ψt + φtt)v

2
t + ψttvtv

]
dQ

+
1

2
ε

∫
ΩT

φtv
2
t dx+ (Lv, φvt + ψv). (7)

Äëÿ ôóíêöèé v èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3). Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
k(x, T ) > δ2 > 0. Âûáåðåì ÷èñëî ε0 > 0 òàê, ÷òî λε0 6 δ2

2
. Òîãäà èìååì

I − λεe−2λT

∫
ΩT

v2t dx > 0.

Òåïåðü ïðè íåîáõîäèìîñòè óìåíüøàÿ ε0, ñ ó÷åòîì (3) èç ñîîòíîøåíèÿ (7) ïîëó÷àåì
àïðèîðíóþ îöåíêó (6).

Ëåììà 3. Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ

a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0; f, ft ∈ L2(Q),

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: ëèáî k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, ëèáî
k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1),(2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

Q

[
v2tt + σ

n∑
i=1

v2txi

]
dQ 6 C3

[
||f ||2 + ||ft||2

]
, C3 > 0, 0 < ε 6 ε0, (8)

ãäå σ = 1 ïðè k(x, T ) < 0 è σ = 0 ïðè k(x, T ) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
ξ, η èç (4), (5l) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

−(f, ξvttt + ηvtt) = ε

∫
Q

ξ(vttt)
2dQ− 1

2
ε

∫
Q

ηtv
2
ttdQ+

+

∫
Q

{[
(a+

1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt)

]
v2tt + (η − 3

2
ξt)

n∑
i=1

(vtxi
)2

}
dQ

+

∫
Q

[(aξ)t + cξ − aη] vttvtdQ+

∫
Q

(cξt − cη) vttvdQ+

∫
Q

(ηt − ξtt)
n∑

i=1

vtxi
vxi
dQ+ J, (9)
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ãäå

J ≡
∫
Ω

[
1
2
(εη − kξ)v2tt − aξvttvt +

1
2
ξ

n∑
i=1

v2txi
+

+ ∆v(ξvtt − ξtvt)− cξvvtt − η
n∑

i=1

vxi
vtxi

]
dx|t=T

t=0 .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî T0 < T òàêîå, ÷òî

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Âûáåðåì ôóíêöèè ξ(t), η(t) òàêèå, ÷òî

ξ(t) = µ > 0, 0 ≤ t ≤ T0;

ξ(T ) = 0; ξ′(t) 6 0, T0 ≤ t ≤ T ;

η(t) ≡ 1.

Òåïåðü âûáåðåì ÷èñëî µ > 0 òàê, ÷òîáû

δµ−max
Q

|k| > δ2 > 0.

Òîãäà áóäåì èìåòü

A ≡ (a+
1

2
kt)ξ − k(η − 1

2
ξt) > min{δ1, δ2}.

Â ñèëó óñëîâèé (51) ïîëó÷àåì, ÷òî J = 1
2
ε
∫
ΩT

v2ttdx íåîòðèöàòåëüíà.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè â ïîä÷èíåííûõ ÷ëåíàõ ðàâåíñòâà (9), ïîëó÷èì àïðè-
îðíóþ îöåíêó (8) ïðè σ = 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0. Ïóñòü ξ(t) ≡ 1, η(t) ≡ 0.
Òîãäà ñ ó÷åòîì óñëîâèé ëåììû è (52) ïîëó÷àåì, ÷òî

J =
1

2

∫
ΩT

n∑
i=1

v2txi
dx > 0, A > δ.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè â ïîä÷èíåííûõ ÷ëåíàõ ðàâåíñòâà (9), ïîëó÷èì àïðè-
îðíóþ îöåíêó (8) ïðè σ = 0.

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0,
òàêîå, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1),(2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥∆v∥2 6 C4(∥f∥2 + ∥ft∥2), C4 > 0, 0 < ε 6 ε0. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ξ(t), η(t) èç (4) ïîëó÷àåì
ñîîòíîøåíèå

−(f, ξ∆vt + η∆v) = ε

∫
Q

[
ξ

n∑
i=1

v2ttxi
− 1

2
(ξtt + 3ηt)

n∑
i=1

v2txi
− ηtt

n∑
i=1

vxi
vtxi

]
dQ+
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+
∫
Q

{(
η − 1

2
ξt
)
(∆v)2 +

[
aξ − 1

2
(kξ)t

] n∑
i=1

v2txi
+ ξvtt

n∑
i=1

kxi
vtxi

+

+vtξ
n∑

i=1

axi
vtxi

+ ξc
n∑

i=1

vtxi
vxi

+ ξv
n∑

i=1

cxi
vtxi

− η(kvtt + avt + cv)∆v

}
dQ+K,

(11)

ãäå

K ≡
∫
Ω

[
1
2
ε(ξt + η)

n∑
i=1

v2txi
+ εξvtt∆vt + εηt

n∑
i=1

vtxi
vxi

+

+εηvtt∆v +
1
2
ξ(∆v)2 + 1

2
kξ

n∑
i=1

v2txi

]
dx|t=T

t=0 .

Ïðè k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0 ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ξ(t) = φ(t), η(t) = ψ(t), ãäå
ôóíêöèè φ, ψ ïîñòðîåíû â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé ëåììû
è (51) ïîëó÷àåì, ÷òî

K =
e−2λT

2

∫
ΩT

(∆v)2dx > 0.

Òåïåðü ñ ó÷åòîì òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ f(x, T ) è âûðàæåíèÿ äëÿ K, íåðàâåíñòâà
(6), îöåíêè (8) ïðè σ = 1 èç ñîîòíîøåíèÿ (11) ïîëó÷èì îöåíêó (10).

Â ñëó÷àå k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0 äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ξ(t) ≡ 0, η(t) ≡ 1. Ñ ó÷åòîì
óñëîâèÿ (52) ñîîòíîøåíèå (11) ïðèíèìàåò âèä

−(f,∆v) =

∫
Q

[
(∆v)2 − (kvtt + avt + cv)∆v

]
dQ+

1

2
ε

∫
ΩT

n∑
i=1

v2txi
dx.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè è îöåíêè (6), (8) ïðè
σ = 0, ïîëó÷àåì àïðèîðíóþ îöåíêó (10).

3. Ðàçðåøèìîñòü è îöåíêà ïîãðåøíîñòè

Òåîðåìà 1. Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ

a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0, f, ft ∈ L2(Q),

è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: ëèáî k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, ëèáî
k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0. Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u(x, t) èç W 2

2 (Q), è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u∥2 6 C5(∥f∥+ ∥ft∥), C5 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâ (6), (8), (10) è âòîðîãî îñíîâíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) èìååò ìåñòî
îöåíêà

∥uN,ε∥2 6 C5(∥f∥+ ∥ft∥), 0 < ε 6 ε0. (12)

Â ñèëó îöåíêè (12) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), à åãî åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 1.

Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è ïðîãðàììèðîâàíèå≫ (Âåñòíèê ÞÓðÃÓ ÌÌÏ). 2016. Ò. 9, � 4. Ñ. 30�39
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè ìî-
äèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN,ε||1 ≤ C6(||f ||+ ||ft||)(ε1/2 + λ
−1/4
N+1 ), C6 > 0, 0 < ε 6 ε0, (13)

ãäå u(x, t) � òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1), (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ξ(t) = φ(t), η(t) = ψ(t), ïîñòðîåííûå â õîäå
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Q) ââåäåì ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå

HN = {γ(x, t) =
N∑
l=1

dl(t)φl(x) : dl ∈ W 2
2 (0, T ), d

′
l(0) = d′l(T ) = 0, l = 1, N},

ïðè k(x, T ) < 0, èëè

HN = {γ(x, t) =
N∑
l=1

dl(t)φl(x) : dl ∈ W 2
2 (0, T ), d

′
l(0) = 0, l = 1, N},

ïðè k(x, T ) > 0.
Èç ðàâåíñòâ (4) ïóòåì àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

(Lεu
N,ε, ξγt + ηγ) = (f, ξγt + ηγ), ∀γ ∈ HN .

Êðîìå òîãî, (Lu, ξγt + ηγ) = (f, ξγt + ηγ), ∀γ ∈ HN .
Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì:

(L(u− uN,ε), ξγt + ηγ) = −(εuN,ε
ttt , ξγt + ηγ), ∀γ ∈ HN .

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèèè ω èç HN ïîëîæèì γ = ω − uN,ε. Òîãäà∫
Q

L(u− uN,ε)[ξ(ut − uN,ε
t ) + η(u− uN,ε)]dQ =

= ε

∫
Q

uN,ε
tt [ξ(ωtt − uN,ε

tt ) + η(ωt − uN,ε
t ) + ξt(ωt − uN,ε

t ) + ηt(u− ω)]dQ+

+

∫
Q

(f − LuN,ε)[ξ(ut − ωt) + η(u− ω)]dQ. (14)

Â ñèëó òåîðåìû 1 êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç

W 2
2 (Q), òàêîå, ÷òî u =

∞∑
k=1

ckφk, ut ∈ W 1
2 (Q), ut =

∞∑
k=1

c′kφk, ck = (u, φk)0, è ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

∞∑
k=1

λk

∫ T

0

|c′k(t)|2dt =
∫
Q

n∑
k=1

(utxk
)2dQ 6 C7(∥ft∥2 + ∥f∥2), C7 > 0. (15)

Ïðè ω =
N∑
k=1

ck(t)φk(x) èìååì:

∫
Ω

|ut − ωt|2dx = ∥
∞∑

k=N+1

c′k(t)φk∥20 =
∞∑

k=N+1

|c′k(t)|2.
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Òîãäà

∥ut − ωt∥2 =
∞∑

k=N+1

∫ T

0

|c′k(t)|2dt 6
1

λN+1

∞∑
k=N+1

λk

∫ T

0

|c′k(t)|2dt. (16)

Àíàëîãè÷íî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∞∑
k=1

λk

∫ T

0

|ck(t)|2dt =
∫
Q

n∑
k=1

(uxk
)2dQ 6 C8∥f∥2, C8 > 0, (17)

à òàêæå ðàâåíñòâî∫
Ω

|u− ω|2dx = ∥
∞∑

k=N+1

ck(t)φk∥20 =
∞∑

k=N+1

|ck(t)|2.

Òîãäà

∥u− ω∥2 =
∞∑

k=N+1

∫ T

0

|ck(t)|2dt 6
1

λN+1

∞∑
k=N+1

λk

∫ T

0

|ck(t)|2dt. (18)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (15) � (18) èç ðàâåíñòâà (14) ïîëó÷àåì
îöåíêó (13) ïîãðåøíîñòè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Çàìå÷àíèå 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) ïðè k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0 è k(x, 0) > 0,
k(x, T ) < 0 ñîâïàäàåò ñ êðàåâîé çàäà÷åé Â.Í. Âðàãîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êðàåâîé
çàäà÷è (1), (2) â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû [13].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè íà
2014�2016 ãîäû (ïðîåêò �3047).
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MODIFIED GALERKIN METHOD FOR THE SECOND
ORDER EQUATION OF MIXED TYPE AND ESTIMATE
OF ITS ERROR
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In this paper, we investigate the boundary value problem for the second order equation

of mixed type with an arbitrary manifold of type changing. The theory of such equations
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is based on the applications, in particular, of the transonic gas dynamics. We study equation

of elliptic type near the bottom of the cylindrical domain and the hyperbolic or elliptic

type near the top of the cylindrical domain. The last case was formulated and studied

by authors with another method in the early works. We proved an error estimate for

the modi�ed Galerkin method using the regularization parameter and eigenvalues of the

Dirichlet problem for the Laplas equation.

Keywords: equation of mixed type; boundary value problem; approximate solution;

Galerkin method; error estimation; regularization.
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